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Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå ôóíêòîðîâ

I Ôóíêòîðû ìåæäó êàòåãîðèÿìè C è D � ýòî ìîðôèçìû

êàòåãîðèé.

I Ôóíêòîð F ñîñòîèò èç ôóíêöèè F : Ob(C)→ Ob(D) è
ôóíêöèé F : HomC(X ,Y )→ HomD(F (X ),F (Y )) äëÿ âñåõ

X ,Y ∈ Ob(C).

I Ýòè ôóíêöèè äîëæíû ñîõðàíÿòü òîæäåñòâåííûå

ìîðôèçìû è êîìïîçèöèè:

F (idX ) = idF (X )

F (g ◦ f ) = F (g) ◦ F (f )



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Çàáûâàþùèå ôóíêòîðû

I Çàáûâàþùèé ôóíêòîð Grp→ Set, ñîïîñòàâëÿþùèé
êàæäîé ãðóïïå ìíîæåñòâî åå ýëåìåíòîâ.

I Äëÿ äðóãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð òîæå ñóùåñòâóþò

çàáûâàþùèå ôóíêòîðû Ring→ Set, Ab→ Set, è òàê

äàëåå.

I Ìîæíî çàäàâàòü ôóíêòîðû, êîòîðûå çàáûâàþò íå âñþ

èíôîðìàöèþ.

I Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò äâà çàáûâàþùèõ ôóíêòîðà

Ring→ Grp è Ring→ Ab.



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû ôóíêòîðîâ

I Ôóíêòîðû ìåæäó êàòåãîðèÿìè ïðåäïîðÿäêîâ � ýòî â

òî÷íîñòè ìîíîòîííûå ôóíêöèè.

I Åñëè M è N � ïàðà ìîíîèäîâ, è CM è CN � êàòåãîðèè íà

îäíîì îáúåêòå, ñîîòåòñòâóþùèå ýòèì ìîíîèäàì, òî

ôóíêòîðû ìåæäó CM è CN � ýòî â òî÷íîñòè

ãîìîìîðôèçìû ìîíîèäîâ M è N.

I Ïóñòü C � äåêàðòîâà êàòåãîðèÿ è A � îáúåêò C, òîãäà
A×− : C→ C � ôóíêòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó

îáúåêòó B îáúåêò A× B è êàæäîìó ìîðôèçìó f : B → B ′

ìîðôèçì idA × f : A× B → A× B ′.

I �Ñóùåñòâóåò� î÷åâèäíûé ôóíêòîð I : Hasktotal → Set.

I �Ôóíêòîðàì� â õàñêåëëå ñîîòâåòñòâóþò ôóíêòîðû

Hask→ Hask.



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêòîðû è äóàëüíîñòü

I Êàæäîìó ôóíêòîðó F : C→ D ìîæíî ñîïîñòàâèòü

ôóíêòîð F op : Cop → Dop.

I Äðóãèìè ñëîâàìè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè

ôóíêòîðîâ C→ D è Cop → Dop.

I Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêòîðû âèäà Cop → D íèêàê íå

ñâÿçàíû ñ ôóíêòîðàìè âèäà C→ D.

I Ïåðâûå íàçûâàþòñ êîíòðàâàðèàíòíûìè ôóíêòîðàìè, à

âòîðûå � êîâàðèàíòíûìè.



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

(Êî)ïðåäåëû

Ïðåäåëû è êîïðåäåëû ôóíêòîðîâ

I Äëÿ ëþáîãî ôóíêòîðà F : J→ C ìîæíî îïðåäåëèòü

ïîíÿòèå ïðåäåëà lim F è êîïðåäåëà colim F . Îïðåäåëåíèå
òàêîå æå êàê è äëÿ äèàãðàìì.

I Êàòåãîðèè J ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ãðàôîâ,

à ôóíêòîð F : J→ C � êàê îáîùåíèå äèàãðàìì â C.

I Ëþáîé äèàãðàììå ìîæíî ñîïîñòàâèòü ôóíêòîð, è

íàîáîðîò. (Ýòè êîíñòðóêöèè íå âçàèìîîáðàòíûå)

I Íî ïðåäåëû è êîïðåäåëû ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàìì è

ôóíêòîðîâ áóäóò ñîâïàäàòü.

I Ôóíêòîðû F : J→ C òîæå íàçûâàþò äèàãðàììàìè.



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

(Êî)ïðåäåëû

Èíäóêòèâíûå òèïû äàííûõ

I Äîïóñòèì ìû õîòèì îïèñàòü îáúåêò â ïðîèçâîëüíîé

êàòåãîðèè, ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì êàêîé-ëèáî ñòðóêòóðû

äàííûõ (ñïèñêè, äåðåâüÿ, è òàê äàëåå).

I Â òåîðèè ìíîæåñòâ îíè ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî, òî åñòü ìû

ñíà÷àëà îïðåäåëÿåì, ñêàæåì, ìíîæåñòâà Ln(A) ñïèñêîâ
äëèíû íå áîëüøå n, à ïîòîì ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ

ñïèñêîâ � ýòî îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ êîíå÷íûõ ñïèñêîâ

L(A) =
⋃

n∈N Ln(A).

I Â òåîðèè êàòåãîðèé ìîæíî ñäåëàòü àíàëîãè÷íóþ

êîíñòðóêöèþ.

I Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëèì îáúåêò Ln(A) ñïèñêîâ äëèíû íå

áîëüøå n ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 + A+ A2 + . . .+ An



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

(Êî)ïðåäåëû

Ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ (êî)ïðåäåëîâ

I Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îáúåêò L êàê ñëåäóþùèé

êîïðåäåë:

L0 → L1 → L2 → . . .

I Ðàññìîòðèì âìåñòî êîïðåäåëà ñëåäóþùèé ïðåäåë:

. . .→ L2 → L1 → L0

ãäå ôóíêöèÿ Ln+1 → Ln ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ñïèñêó

[x1, . . . xn+1] ñïèñîê [x2, . . . xn+1], à îñòàëüíûå ñïèñêè íå

ìåíÿåò.

I Òîãäà ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî ìíîæåñòâî

(ïîòåíöèàëüíî) áåñêîíå÷íûõ ñïèñêîâ.



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

(Êî)ïðåäåëû

Îáùåå îïðåäåëåíèå èíäóêòèâíûõ òèïîâ äàííûõ

I Ëþáîé (êî)èíäóêòèâíûé òèï äàííûõ ìîæíî çàäàòü â âèäå

ôóíêòîðà F : C→ C.

I Ôóíêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé, ñïèñêàì îïðåäåëÿåòñÿ êàê

LA(X ) = 1 + A× X .

I Ôóíêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé, áèíàðíûì äåðåâüÿì

îïðåäåëÿåòñÿ êàê TA(X ) = 1 + A× X × X .

I Äëÿ ëþáîãî òàêîãî ôóíêòîðà ìîæíî îïðåäåëèòü îáúåêòû

Dn = F n(0).

I Òîãäà ñóùåñòâóþò î÷åâèäíûå ìîðôèçìû Dn → Dn+1.

I Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îáúåêò D, ñîîòâåòñòâóþùèé
ôóíêòîðó F êàê êîïðåäåë

D0 → D1 → D2 → . . .



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

(Êî)ïðåäåëû

Îáùåå îïðåäåëåíèå êîèíäóêòèâíûõ òèïîâ äàííûõ

I Äóàëüíûì îáðàçîì ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êîèíäóêòèâíûé

òèï äàííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêòîðó F : C→ C êàê

ïðåäåë

. . .→ F n(1)→ . . .→ F 2(1)→ F (1)→ 1

I Ðàçíèöà ìåæäó èíäóêòèâíûìè è êîèíäóêòèâíûìè òèïàìè

äàííûõ íå î÷åíü áîëüøàÿ: èíäóêòèâíûå ñòðóêòóðû âñåãäà

êîíå÷íû, à êîèíäóêòèâíûå ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íû.

I Òàê â àãäå èñïîëüçóþòñÿ èíäóêòèâíûå òèïû äàííûõ, à â

õàñêåëëå êîèíäóêòèâíûå.



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èçîìîðôèçì êàòåãîðèé

Èçîìîðôíûå êàòåãîðèè

I Äëÿ ëþáîé êàòåãîðèè C ñóùåñòâóåò òîæäåñòâåííûé

ôóíêòîð IdC : C→ C, îòïðàâëÿþùèé êàæäûé îáúåêò è

ìîðôèçì â ñåáÿ.

I Åñëè F : C→ D è G : D→ E, òî ôóíêòîð G ◦ F : C→ E
îïðåäåëÿåòñÿ íà îáúåêòàõ è íà ìîðôèçìàõ êàê êîìïîçèöèÿ

F è G .

I Êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðîâ � àññîöèàòèâíà, òîæäåñòâåííûé

ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé äëÿ êîìïîçèöèè.

I Ôóíêòîð F : C→ D íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì êàòåãîðèé,

åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêòîð G : D→ C òàêîé, ÷òî

G ◦ F = IdC è F ◦ G = IdD.

I Êàòåãîðèè C è D èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò

èçîìîðôèçì F : C→ D.



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èçîìîðôèçì êàòåãîðèé

Çëûå ïîíÿòèÿ

I Êàê ïðàâèëî, èìåÿ äâå ãðóïïû, íå èìååò ñìûñëà

ñïðàøèâàòü ðàâíû ëè îíè; íóæíî ñïðàøèâàòü îá èõ

èçîìîðôíîñòè.

I Ýòî âåðíî äëÿ îáúåêòîâ â ëþáîé êàòåãîðèè.

I Ëþáîå ïîíÿòèå, êîòîðîå ãîâîðèò î ðàâåíñòâå îáúåêòîâ

íåêîòîðîé êàòåãîðèè, íàçûâàþò çëûì.

I Èçîìîðôèçì êàòåãîðèé � çëîå ïîíÿòèå.
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Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïîäêàòåãîðèè

I Ïîäêàòåãîðèÿ C′ êàòåãîðèè C � ýòî ïîäêëàññ îáúåêòîâ C è

äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ X ,Y â C′ ïîäêëàññ ìíîæåñòâà
HomC(X ,Y ) òàêèå, ÷òî C′ ñîäåðæèò òîæäåñòâåííûå
ìîðôèçìû äëÿ ëþáîãî X ∈ C′ è çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

êîìïîçèöèè.
I Ôóíêòîð F : C→ D íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì (faithful), åñëè

äëÿ ëþáûõ X ,Y ∈ Ob(C) ôóíêöèÿ
F : HomC(X ,Y )→ HomD(F (X ),F (Y )) èíúåêòèâíà.

I Ïîäêàòåãîðèè êàòåãîðèè C � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

ñòðîãèõ èíúåêòèâíûõ íà îáúåêòàõ ôóíêòîðîâ.
I Ïðîáëåìà ýòîãî îïðåäåëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíî

íå ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìîâ îáúåêòîâ C (òî

åñòü, X ìîæåò ïðèíàäëåæàòü C′, à èçîìîðôíûé åìó

îáúåêò Y � íåò).



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïîëíûå ïîäêàòåãîðèè

I Ïîäêàòåãîðèÿ C' êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ

ëþáûõ îáúåêòîâ X ,Y â C′ ìíîæåñòâà HomC′(X ,Y ) è
HomC(X ,Y ) ðàâíû.

I Ôóíêòîð F : C→ D íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

X ,Y ∈ Ob(C) ôóíêöèÿ
F : HomC(X ,Y )→ HomD(F (X ),F (Y )) ñþðúåêòèâíà.

I Ïîëíûå ïîäêàòåãîðèè êàòåãîðèè C � êëàññû

ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëíûõ ñòðîãèõ ôóíêòîðîâ.

I Òåïåðü íåîáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü èíúåêòèâíîñòü íà

îáúåêòàõ.

I Ïîëíûå ñòðîãèå ôóíêòîðû ìû áóäåì íàçûâàòü âëîæåíèÿìè

êàòåãîðèé.



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïðèìåðû

I Setfin � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ Set.

I Ab � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ Grp.

I �Ñóùåñòâóåò� íå ïîëíîå âëîæåíèå Hasktotal â Set.

I Âñå çàáûâàþùèé ôóíêòîðû, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè,

ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè.

I Îáðàòíîå òîæå âåðíî: ëþáîé ñòðîãèé ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ â

íåêîòîðîì ñìûñëå çàáûâàþùèì.
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Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå

I Ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìîðôèçìà ìåæäó ôóíêòîðàìè

F ,G : C→ D.

I Åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå α : F → G � ýòî ôóíêöèÿ,

ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó îáúåêòó X èç C ìîðôèçì

αX : F (X )→ G (X ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ìîðôèçìà f : X → Y â C ñëåäóþùèé êâàäðàò

êîììóòèðóåò:

F (X )
αX //

F (f )
��

G (X )

G(f )
��

F (Y ) αY

// G (Y )



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Êàòåãîðèÿ ôóíêòîðîâ

I Åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèå îòîáðàæàåò òîëüêî îáúåêòû,

íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî çàäàåò äåéñòâèå è íà

ìîðôèçìàõ.

I Åñëè α : F → G � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî

êàæäîìó ìîðôèçìó f : X → Y â C ìîæíî ñîïîñòàâèòü

ìîðôèçì αf : F (X )→ G (Y ) â D.

I Ìîðôèçì αf îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ F (f ) ◦ αY , ÷òî

ðàâíî αX ◦ G (f ) ïî åñòåñòâåííîñòè.

I Ýòîò ìîðôèçì � ýòî äèàãîíàëü â êîììóòàòèâíîì êâàäðàòå,

êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåíèè åñòåñòâåííîñòè.



Ôóíêòîðû Ïîäêàòåãîðèè Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Êîìïîçèöèÿ åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

I Åñëè α : F → G è β : G → H � ïàðà åñòåñòâåííûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, òî ìîæíî îïðåäåëèòü èõ êîìïîçèöèþ

β ◦ α : F → H êàê ôóíêöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîìó X
èç C ìîðôèçì βX ◦ αX : F (X )→ H(X ).

I Êîìïîçèöèÿ β ◦ α � åñòåñòâåííà:

F (X )
αX //

F (f )
��

G (X )

G(f )
��

βX // H(X )

H(f )
��

F (Y ) αY

// G (Y )
βY

// H(Y )
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Êàòåãîðèÿ ôóíêòîðîâ

I Äëÿ ëþáîãî ôóíêòîðà F : C→ D ñóùåñòâóåò

òîæäåñòâåííîå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå,

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó X òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì

idF (X ) : F (X )→ F (X ).

I Êîìïîçèöèÿ � àññîöèàòèâíà, òîæäåñòâåííîå

ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé äëÿ êîìïîçèöèè.

I Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ïàðû êàòåãîðèé C è D
ñóùåñòâóåò êàòåãîðèÿ ôóíêòîðîâ, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ

DC.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé

I Ôóíêòîð F : C→ D íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ

êàòåãîðèé, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêòîð G : D→ C, òàêîé ÷òî

G ◦ F èçîìîðôåí IdC â êàòåãîðèè CC, è F ◦ G èçîìîðôåí

IdD â êàòåãîðèè DD.

I Êàòåãîðèè C è D íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîñòü F : C→ D.

I ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ

ýêâèâàëåíòíîñòüþ, íóæíî ïðîâåðÿòü ìíîãî óñëîâèé.

I Ôóíêòîð F : C→ D ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè îí

ïîëíûé, ñòðîãèé è ñóùåñòâåííî ñþðúåêòèâåí íà îáúåêòàõ.

I Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X â

D ñóùåñòâóåò îáúåêò Y â C, òàêîé ÷òî F (Y ) èçîìîðôåí X .
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Ïðèìåð

I Îïðåäåëèì ôóíêòîð F : Mat→ Vec, òàêîé ÷òî F (n) = Rn

è F (A)(v) = A · v .
I Èç ëèíåéíîé àëãåáðû ìû çíàåì, ÷òî ìåæäó ëèíåéíûìè

îïåðàòîðàìè è ìàòðèöàìè åñòü áèåêöèÿ, êîòîðàÿ

îïèñûâàåòñÿ óêàçàíûì âûøå ñïîñîáîì.

I Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ôóíêòîð ïîëíûé è ñòðîãèé.

I Èç ëèíåéíîé àëãåáðû ìû çíàåì, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó

Rdim(V ).

I Òàêèì îáðàçîì, F � ñóùåñòâåííî ñþðúåêòèâåí íà

îáúåêòàõ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Proposition

Ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îí ïîëíûé, ñòðîãèé è ñóùåñòâåííî ñþðúåêòèâåí íà

îáúåêòàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü F : C→ D � ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé. Ïóñòü

G : D→ C � îáðàòíûé ê íåìó, α : G ◦ F ' IdC è β : F ◦G ' IdD.
Òîãäà F � ñóùåñòâåííî ñþðúåêòèâåí íà îáúåêòàõ.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî X ∈ Ob(D) âîçüì¼ì Y = G (X ),
òîãäà βX : F (G (X )) ' X .
Ïîêàæåì, ÷òî F � ñòðîãèé. Ïóñòü F (f ) = F (f ′) äëÿ íåêîòîðûõ

f , f ′ : X → Y . Òîãäà ïî åñòåñòâåííîñòè α ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

f = αY ◦ G (F (f )) ◦ α−1X = αY ◦ G (F (f ′)) ◦ α−1X = f ′. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî G � ñòðîãèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Äîêàæåì, ÷òî F � ïîëíûé. Ïóñòü h : F (X )→ F (Y ) � íåêîòîðàÿ

ñòðåëêà. Òîãäà îïðåäåëèì ñòðåëêó f : X → Y êàê ñëåäóþùóþ

êîìïîçèöèþ:

X
α−1

X // G (F (X ))
G(h) // G (F (Y ))

αY // Y

Òîãäà α−1Y ◦ f ◦αX = G (h). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî åñòåñòâåííîñòè

α ó íàñ åñòü ðàâåíñòâî α−1Y ◦ f ◦ αX = G (F (f )). Ñëåäîâàòåëüíî
G (h) = G (F (f )). Ïî ñòðîãîñòè G ìû ïîëó÷àåì, ÷òî h = F (f ).
Òàêèì îáðàçîì, f � ïðîîáðàç h, òî åñòü F � ïîëíûé.
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Äîêàçàòåëüñòâî (â îáðàòíóþ ñòîðîíó)

Ïóñòü F � ïîëíûé, ñòðîãèé è ñóùåñòâåííî ñþðúåêòèâåí íà

îáúåêòàõ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî X ∈ Ob(D) ñóùåñòâóåò îáúåêò
Y ∈ Ob(C) è èçîìîðôèçì αX : F (Y ) ' X . Îïðåäåëèì
G : Ob(D)→ Ob(C) êàê ôóíêöèþ, âîçâðàùàþùóþ íà êàæäîì

X òàêîé Y (íå âàæíî êàêîé êîíêðåòíî).

F (G (X ))
αX //

F (f ′)
��

X

f
��

F (G (Y )) αY

// Y

Òàê êàê F ïîëîí, òî äëÿ êàæäîãî f : X → Y ñóùåñòâóåò

f ′ : G (X )→ G (Y ), òàêàÿ ÷òî F (f ′) = α−1Y ◦ f ◦ αX . Òàê êàê F
ñòðîã, òî òàêàÿ ñòðåëêà óíèêàëüíà. Ïóñòü G (f ) = f ′. Èñïîëüçóÿ
óíèêàëüíîñòü, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî G ñîõðàíÿåò

òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû è êîìïîçèöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî G ◦ F ' IdC è F ◦ G ' IdD.
Ïðåîáðàçîâàíèå αX : F (G (X )) ' X åñòåñòâåííî, òàê êàê

êîììóòàòèâíûé êâàäðàò íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå � â òî÷íîñòè

êâàäðàò åñòåñòâåííîñòè α.
Òàê êàê F � ïîëíûé, òî äëÿ ëþáîé ñòðåëêè

αF (Y ) : F (G (F (Y )))→ F (Y ) ñóùåñòâóåò ïðîîáðàç
βY : G (F (Y ))→ Y . Âñå βY � èçîìîðôèçìû, òàê êàê îáðàòíûå

ê íèì � ýòî ïðîîáðàçû α−1F (Y ) : F (Y )→ F (G (F (Y ))).
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå)

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî β åñòåñòâåíåí.

G (F (X ))
βX //

G(F (f ))
��

X

f
��

G (F (Y ))
βY

// Y

Ïðèìåíèâ F ê äèàãðàììå âûøå, îíà íà÷èíàåò êîììóòèðîâàòü,

òàê êàê α åñòåñòâåíåí. Íî òàê êàê F � ñòðîãèé, èñõîäíàÿ

äèàãðàììà òàêæå êîììóòèðóåò.


	
	
	()
	 

	
	 

