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Ìîòèâàöèÿ

I Â ðàçëè÷íûõ êîíòåêñòàõ îäèí è òîò æå îáúåêò ìîæåò

èìåòü ðàçëè÷íûå îïèñàíèÿ.

I Ìíîæåñòâà: N, Z è Q.
I Ãðóïïû: ({0, 1},+) è Z/2.

I Òèïû â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ: (a, b) è (b, a).

I Åùå ïðèìåð: Bool è Maybe ().
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Èçîìîðôèçìû

I Êîãäà äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ A è B çàäàþò îäèí è

òîò æå îáúåêò?

I Êîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà ¾ôóíêèé¿ f : A→ B è g : B → A,
ïðåîáðàçóþùèõ ¾ýëåìåíòû¿ A â ¾ýëåìåíòû¿ B è îáðàòíî.

I È ýòè ôóíêöèè âçàèìîîáðàòíû.

I Ïðèìåð: f = g = λ(x , y)→ (y , x) : (a, b)→ (b, a).

I Ïðèìåð:

f = λx → if x then Just () else Nothing : Bool → Maybe ()

g = maybe True (const False) : Maybe ()→ Bool
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Îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè

Êàòåãîðèÿ C ñîñòîèò èç:

I Êîëëåêöèè îáúåêòîâ Ob(C) è êîëëåêöèè ìîðôèçìîâ

HomC(X ,Y ) äëÿ ëþáîé ïàðû îáúåêòîâ X ,Y ∈ Ob(C).
Îáû÷íî âìåñòî f ∈ HomC(X ,Y ) ìû áóäåì ïèñàòü

f : X → Y .

I Îïåðàöèè, ñîïîñòàâëÿþùåé êàæäîìó îáúåêòó X ∈ Ob(C)
ìîðôèçì idX : X → X .

I Îïåðàöèè, ñîïîñòàâëÿþùåé êàæäîé ïàðå ìîðôèçìîâ

f : X → Y è g : Y → Z ìîðôèçì g ◦ f : X → Z .

I Ýòè îïåðàöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì

ñâîéñòâàì: g ◦ idX = g , idY ◦ f = f è (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f ).
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Èçîìîðôèçìû

I Ìîðôèçì f : X → Y íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè

ñóùåñòâóåò ìîðôèçì g : Y → X òàêîé, ÷òî g ◦ f = idX è

f ◦ g = idY .

I Îáúåêòû X è Y íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì f : X → Y .

I Åñëè X � îáúåêò êàòåãîðèè C, òî ìîíîèä ýíäîìîðôèçìîâ

X (îáîçíà÷åíèå: EndoC(X )) � ýòî ìíîæåñòâî HomC(X ,X ) ñ
îïåðàöèåé êîìïîçèöèè â êà÷åñòâå áèíàðíîé îïåðàöèè

ìîíîèäà, è idX â êà÷åñòâå åäèíèöû.

I Åñëè X � îáúåêò êàòåãîðèè C, òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ X
(îáîçíà÷åíèå: AutC(X )) � ýòî ìíîæåñòâî èçîìîðôèçìîâ

f : X → X ñ îïåðàöèÿìè, îïðåäåëåííûìè àíàëîãè÷íûì

ïðåäûäóùåìó ïóíêòó îáðàçîì.
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Êàòåãîðèÿ Set

I Îáúåêòû êàòåãîðèè Set � ìíîæåñòâà.

I HomSet(X ,Y ) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç X â Y .

I idX � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ: idX (x) = x .

I g ◦ f � êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé: (g ◦ f )(x) = g(f (x)).

I Èçîìîðôèçìû � áèåêöèè.
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Êàòåãîðèÿ FinSet

I Îáúåêòû êàòåãîðèè FinSet � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

I HomSet(X ,Y ) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç X â Y .

I idX � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ: idX (x) = x .

I g ◦ f � êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé: (g ◦ f )(x) = g(f (x)).

I Ìíîæåñòâà èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè

ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.
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Êàòåãîðèÿ Grp

I Îáúåêòû êàòåãîðèè Grp � ãðóïïû.

I HomGrp(G ,H) � ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï G è H.

I idG � òîæäåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì: idG (x) = x .

I g ◦ f � êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìîâ: (g ◦ f )(x) = g(f (x)).
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Êàòåãîðèÿ Vec

I Îáúåêòû êàòåãîðèè Vec � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå

ïðîñòðàíñòâà.

I HomVec(V ,W ) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç V â

W .

I idV � òîæäåñòâåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð.

I g ◦ f � êîìïîçèöèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.
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Êàòåãîðèÿ Hask

I Îáúåêòû êàòåãîðèè Hask � òèïû õàñêåëëà.

I HomHask(A,B) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé õàñêåëëà, èìåþùèõ

òèï A→ B .

I idA � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ: idA = λx → x .

I g ◦ f � êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé: g ◦ f = λx → g (f x).
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Êàòåãîðèÿ Mat

I Îáúåêòû êàòåãîðèè Mat � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

I HomMat(n, k) � ìíîæåñòâî ìàòðèö íàä R ðàçìåðà n × k .

I idn � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n.

I A ◦ B � ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.

I Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà îáðàòèìà.
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Êàòåãîðèÿ Num

I Îáúåêòû êàòåãîðèè Num � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

I HomNum(n, k) � ìíîæåñòâî êîðòåæåé (a1, . . . an) òàêèõ, ÷òî
1 ≤ ai ≤ k

I idn = (1, . . . n).

I (b1, . . . bk) ◦ (a1, . . . an) = (ba1 , . . . ban).
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Ãðàôû

I Ãðàô ñîñòîèò èç êîëëåêöèè âåðøèí V è êîëëåêöèè ðåáåð

E (X ,Y ) äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí X ,Y ∈ V .

I Ëþáîé êàòåãîðèè ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãðàô.

I Ïðèìåðû:

• • •

• ((
66 • // •
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Äèàãðàììû

I Äèàãðàììà � ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

îáúåêòàìè íåêîòîðîé êàòåãîðèè, à ðåáðà � ìîðôèçìàìè.

I Äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû

âåðøèí â ãðàôå X è Y , êîìïîçèöèÿ ëþáîãî ïóòè èç X â Y
äàåò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò.

I Ïðèìåðû:

A
h //

f
��

C

B

g

??

g◦f=h

A
h //

f
��

C

k
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B g
// D

g◦f=k◦h
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Ñêëåéêà äèàãðàìì

Z +3 //

∗(−1)
��

Z
∗(−1)
��

Z
−3
// Z

Z
|−| //

∗(−1)
��

N

Z
|−|
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Z +3 //

∗(−1)
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Z
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|−| // N

Z
−3
// Z

|−|
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×àñòíûå ñëó÷àè êàòåãîðèé

I Êàòåãîðèè, â êîòîðûõ âñå ìîðôèçìû èìåþò âèä idX ,
íàçûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè.

I Êàòåãîðèè ñ ðîâíî îäíèì îáúåêòîì � ìîíîèäû.

I Êàòåãîðèè, â êîòîðûõ âñå ìíîæåñòâà Hom(X ,Y ) ñîäåðæàò
ìàêñèìóì îäèí ýëåìåíò, � ïðåäïîðÿäêè.

I Êàòåãîðèè, â êîòîðûõ âñå ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ

èçîìîðôèçìàìè, íàçûâàþòñÿ ãðóïïîèäàìè.

I Êàòåãîðèè, â êîòîðûõ èçîìîðôíûå îáúåêòû ðàâíû,

íàçûâàþòñÿ ñêåëåòíûìè.
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Ìàëûå êàòåãîðèè

I Åñëè êîëëåêöèÿ âñåõ ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì, òî òàêàÿ êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ìàëîé.

Êàòåãîðèè, êîòîðûå íå (îáÿçàòåëüíî) ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè,

íàçûâàþò áîëüøèìè.

I ×òî òî÷íî îçíà÷àþò ýòè ïîíÿòèÿ çàâèñèò îò ôîðìàëèçìà,

â êîòîðîì ìû ðàáîòàåì.

I Íàïðèìåð, â ZFC ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êëàññà, è áîëüøèå

êàòåãîðèè � ýòî êàòåãîðèè, êîëëåêöèÿ îáúåêòîâ êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ êëàññîì.

I Åñëè ìû áóäåì ôîðìàëèçîâûâàòü êàòåãîðèè â òåîðèè

òèïîâ, òî îáúåêòû ìàëûõ êàòåãîðèè ëåæàò â Set0, à
îáúåêòû áîëüøèõ â Set1.

I Êàòåãîðèè, îáúåêòû êîòîðûõ ëåæàò â Set2, íàçûâàþòñÿ
î÷åíü áîëüøèìè, è òàê äàëåå.
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Ëîêàëüíî ìàëûå êàòåãîðèè

I Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ìàëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ

îáúåêòîâ A è B êëàññ Hom(A,B) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

I Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî êàòåãîðèé, âîçíèêàþùèõ íà

ïðàêòèêå, ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ìàëûìè.

I Ëþáàÿ ìàëàÿ êàòåãîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ìàëîé, íî,

êîíå÷íî, íå íàîáîðîò.


	 
	
	  

