
Äîìàøíåå çàäàíèå ïî ýéëåðîâûì ïóòÿì è öèêëàì ñ 15.09.2017 íà 29.09.2017

Äëÿ íåìåäëåííîãî çà÷¼òà ïî òåìå äîñòàòî÷íî íàáðàòü 7 áàëëîâ.

1. (0,5 áàëëà) Âåðíî ëè, ÷òî â ýéëåðîâîì ãðàôå äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåáåð e1 è e2, èíöèäåíòíûõ
îäíîé è òîé æå âåðøèíå, îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí ýéëåðîâ öèêë, â êîòîðîì
äâà ýòè ðåáðà èäóò îäíî çà äðóãèì?

2. (1 áàëë) Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå G íàéäåòñÿ ìàðøðóò, êîòîðûé ïðîõîäèò
ïî êàæäîìó èç ðåáåð ãðàôà G êàê ìàêñèìóì äâà ðàçà.

3. (1 áàëë) Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ñåòêó, ñîñòîÿùóþ èç 5 · 5 = 25 âåðøèí, ñîåäèíåííûõ
ìåæäó ñîáîé ñîðîêà ðåáðàìè. Ìîæíî ëè ïîêðûòü ýòó ñåòêó ïÿòüþ ëîìàíûìè äëèíû 8?
À âîñåìüþ ëîìàíûìè äëèíû 5?

4. (1 áàëë) Ðåáåðíûì ãðàôîì L(G) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ãðàô, â êîòîðîì ëþáàÿ âåðøèíà x′

îòâå÷àåò íåêîòîðîìó ðåáðó e ∈ E(G) ãðàôà G, è â êîòîðîì äâå âåðøèíû ñìåæíû ìåæäó
ñîáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåáðà â ãðàôå G èíöèäåíòíû
îäíîé è òîé æå âåðøèíå. Äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G åãî
ðåáåðíûé ãðàô L(G) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì.

5. (1 áàëë) Ðàññìîòðèì ñâÿçíûé ïðîñòîé ðåãóëÿðíûé ãðàô G, ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû
êîòîðîãî ðàâíà ÷åòûðåì. Äîêàçàòü, ÷òî ðåáðà ýòîãî ãðàôà âñåãäà ìîæíî ïîêðàñèòü â
äâà öâåòà (êðàñíûé è ñèíèé) òàê, ÷òîáû ëþáàÿ âåðøèíà áûëà èíöèäåíòíà ðîâíî äâóì
ñèíèì è ðîâíî äâóì êðàñíûì ðåáðàì.

6. (1 áàëë) Ðàññìîòðèì åùå îäèí àëãîðèòì ïîèñêà ýéëåðîâà öèêëà â ñâÿçíîì ýéëåðîâîì
ãðàôå G. Ðàçîáúåì â êàæäîé âåðøèíå ãðàôà èíöèäåíòíûå åé ðåáðà íà ïàðû. Çàòåì,
íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ðåáðà e, ïîñòðîèì íåêîòîðûé ïóòü â ãðàôå G ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè ìû âîøëè â âåðøèíó ïî îäíîìó èç ïàðíûõ ðåáåð, òî âûéòè ìû äîëæíû èç íåå ïî
äðóãîìó ïàðíîìó ðåáðó. Çàâåðøèòñÿ ýòîò ïóòü â ðåáðå e′, ïàðíîì ê e. Â ðåçóëüòàòå ìû
ðàçîáúåì âñå ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà G íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ïóòè
T1, . . . , Tk, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ äàñò íàì âñå ìíîæåñòâî E(G). Â ñëó÷àå, åñëè òàêîâûõ
îêàçàëîñü äâà èëè áîëåå, ïîñëåäîâàòåëüíî îáúåäèíèì ýòè ïóòè â îäèí ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: íàéäåì ñðåäè ýòèõ çàìêíóòûõ ïóòåé ïàðó ïóòåé Ti è Tj, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó
x, è îáúåäèíèì ýòè ïóòè â ïóòü T = T1 ∪ T2 áîëüøåé äëèíû, ïîìåíÿâ ïàðíîñòü ðåáåð â
âåðøèíå x. Äîêàçàòü êîððåêòíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà, à èìåííî, ïîêàçàòü, ÷òî ïî åãî
çàâåðøåíèþ ìû ïîëó÷èì ýéëåðîâ öèêë â ãðàôå G.

7. (2 áàëëà) Ðàññìîòðèì ýéëåðîâ ãðàô áåç ïåòåëü. Óäàëèì â íåì ðåáðî e = {x, y}. Äîêà-
çàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî {x, y}-ïóòåé (íå îáÿçàòåëüíî ïðîñòûõ, trails), â êîòîðûõ âåðøèíà
y âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â êîíöå êàæäîãî èç ýòèõ ïóòåé, íå÷åòíî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðàô "áàáî÷êà ñîñòîÿùèé èç äâóõ òðåóãîëüíè-
êîâ (1, 2, 3) è (3, 4, 5), ñêëååííûõ â òî÷êå 3. Óäàëèâ â òàêîì ãðàôå ðåáðî {1, 2}, ïîëó÷àåì
òðè ïóòè, ñîåäèíÿþùèõ 1 è 2: îäèí � ïðîñòîé ïóòü (1, 3, 2); äâà � ïóòè, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ïðîñòûìè (trails): (1, 3, 4, 5, 3, 2); (1, 3, 5, 4, 3, 2).

Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ïóòåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè, îáÿçàòåëüíî ÷åòíî.



8. (1,5 áàëëà) Ïóñòü â ãðàôå G èìååòñÿ âåðøèíà x íå÷åòíîé ñòåïåíè. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè
èíöèäåíòíûõ x ðåáåð íàéäåòñÿ ðåáðî e, äëÿ êîòîðîãî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ öèêëîâ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç e, ÷åòíî.

9. (1 áàëë) Ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ïðåäûäóùèõ óïðàæíåíèé äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü åùå
îäíîé õàðàêòåðèçàöèè ýéëåðîâà ãðàôà: íåòðèâèàëüíûé ñâÿçíûé ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ýéëå-
ðîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå åãî ðåáðî e ïðèíàäëåæèò íå÷åòíîìó êîëè÷å-
ñòâó öèêëîâ â G.

10. (1,5 áàëëà) Íàéòè îäíó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äå Áðåéíà B(3, 3) äëèíû 27, ïîñòðî-
èâ ïðåäâàðèòåëüíî îðãðàô íà äåâÿòè âåðøèíàõ, â êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B(3, 3)
îòâå÷àåò ýéëåðîâ öèêë.


