
Курс: Функциональное программирование
Практика 3. Просто типизированное λ-исчисление.

Разминка
I Придумайте контекст Γ , в котором верны утверждения типизации

Γ ` x : α
Γ ` xy : α
Γ ` xy : α→β
Γ ` λ x.y : α→α→α
Γ ` λ x.y : (α→β)→α
Γ ` λ x. x : (α→α→α)→α→α→α
Γ ` λ x. x : (α→β)→α

I Запишите приведённые выше утверждения типизации в стиле Чёрча.

Стандартные типы
I Какой тип можно приписать булевым значениям

tru ≡ λ t f. t
fls ≡ λ t f. f

I Какой тип можно приписать парам

pair ≡ λ xy f. f x y

I Какой тип можно приписать числам Чёрча

0 = λ s z. z
1 = λ s z. s z
2 = λ s z. s (s z)
3 = λ s z. s (s (s z))
4 = λ s z. s (s (s (s z)))

...

I Какой тип можно приписать спискам

[ ] = nil = λcn.n

[2] = cons 2 nil = λcn. c 2 n

[3, 2] = cons 3 (cons 2 nil) = λcn. c 3 (c 2 n)

[5, 3, 2] = cons 5 (cons 3 (cons 2 nil)) = λcn. c 5 (c 3 (c 2 n))

Деревья вывода типа



Дерево вывода типа для λf g x.g (f x)
Контекст Γ = x :α, f :α→β,g :β→γ

Γ ` g :β→γ

Γ ` f :α→β Γ ` x :α

Γ ` f x :β

Γ ` g (f x) :γ

f :α→β,g :β→γ ` λxα.g (f x) : α→γ

f :α→β ` λgβ→γ xα.g (f x) : (β→γ)→α→γ

` λfα→β gβ→γ xα.g (f x) : (α→β)→(β→γ)→α→γ

Определите тип следующих комбинаторов и постройте (для S) дерево вы-
вода типа
I B = λf g x. f (g x)
I S = λf g x. f x (g x)

Определите тип комбинаторов
I λxy. x (yx)
I λxy. xy x

Экспансия субъекта
Операция, обратная β-редукции называется экспансией (расширением).
Множество типизируемых в λ→ термов не замкнуто относительно экспан-
сии:

M�β N ∧ Γ ` N :σ 6⇒ Γ `M :σ

Действительно, рассмотрим терм K I Ω (I ≡ λx. x, K ≡ λxy. x, Ω ≡ λx. x x).
Хотя K I Ω�β I:

K I Ω →β (λy. I)Ω →β I

и ` I :σ→σ, но 6` K I Ω :σ→σ, поскольку последнее содержит нетипизируе-
мый подтерм.

Для λ→ а ля Чёрч экспансия не сохраняет тип только из-за возможного
наличия нетипизируемого подтерма.

Для λ→ а ля Карри верно более сильное отрицание:

M�β N ∧ Γ `M :σ ∧ Γ ` N :τ 6⇒ Γ `M :τ

Покажем это на примере.
Возьмём M ≡ S K и N ≡ K∗.
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S ≡ λf g z. f z (g z) ` S : (σ→τ→ρ)→(σ→τ)→σ→ρ

K ≡ λxy. x ` K :σ→τ→σ

` (S K) : (σ→τ)→σ→σ

K∗ ≡ λxy.y ` K∗ :τ→σ→σ

S K →β λg z.K z (g z) →β→β λg z. (λy. z) (g z) →β λg z. z ≡α K∗

В красной редукции потерялась информация о типе g, как о функциональ-
ном, (g z) :τ⇒ z :σ,g :σ→τ.

Для λ→ в стиле Чёрча информация не теряется:

Sστρ ≡ λfσ→τ→ρ gσ→τ zσ. f z (g z)

Kστ ≡ λxσ yτ. x

Sστσ Kστ →β λgσ→τ zσ.Kστ z (g z) →β→β λgσ→τ zσ. (λyτ. z) (g z) →β λgσ→τ zσ. z

≡α λxσ→τ yσ.y ≡ K∗(σ→τ)σ

Можно переименовать связанные переменные, но не их типы!

Типизируйте по Чёрчу
I S K K
I S K I

Найдите обитателей типа
I α→β→γ→α
I α→β→γ→β
I α→β→α→α
I α→α→α→α
Сколько разных (с точностью до β-эквивалентности) термов каждого типа
вы можете привести?

Домашнее задание

Сконструируйте терм типа
I (δ→δ→α)→(α→β→γ)→(δ→β)→δ→γ
I (δ→δ→α)→(γ→α)→(α→β)→δ→γ→β (2 штуки)
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I ((α→β)→α)→(α→α→β)→α
I ((α→β)→α)→(α→α→β)→β

Добавьте типы в λ-абстракцию и постройте дерево вывода типа для терма
λxy.y (λz.yx) : (γ→ε)→((γ→ε)→ε)→ε
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