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Îïðåäåëåíèå

I Ïóñòü A � îáúåêò íåêîòîðîé êàòåãîðèè C. Òîãäà
ñóùåñòâóþò ôóíêòîðû

HomC(A,−) : C→ Set

HomC(−,A) : Cop → Set

I Íà îáúåêòàõ îíè äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
HomC(A,−)(B) = HomC(A,B) è
HomC(−,A)(B) = HomC(B,A).

I Íà ìîðôèçìàõ îíè äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
HomC(A,−)(f ) = g 7→ f ◦ g è HomC(−,A)(f ) = g 7→ g ◦ f .

I Ýòè ôóíêòîðû íàçûâàþòñÿ (êîâàðèàíòíûì è
êîíòðàâàðèàíòíûì) Hom-ôóíêòîðàìè.
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Îïðåäåëåíèå (êî)ïðåäåëîâ ÷åðåç Hom-ôóíêòîðû

I Ñóùåñòâóåò îïðåäåëåíèå (êî)ïðåäåëîâ ÷åðåç
Hom-ôóíêòîðû è (êî)ïðåäåëû â Set.

I Åñëè D : J → C � äèàãðàììà è L � îáúåêò C, òî ïóñòü
ConusD(L) = limj∈JHomC(L,D(j)) � ìíîæåñòâî êîíóñîâ
äèàãðàììû D ñ âåðøèíîé L.

I Åñëè C � êîíóñ äèàãðàììû D, òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå αX : HomC(X , L)→ ConusD(X ),
îïðåäåëÿåìîå êàê αX (f )j = Cj ◦ f .

I Êîíóñ C ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α
� åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì.

I Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Hom(X ,−) ñîõðàíÿåò ïðåäåëû.
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Ïðèìåð

I Íàïðèìåð, ïóñòü J � äèñêðåòíàÿ êàòåãîðèÿ íà {1, 2},
D(j) = Aj .

I Òîãäà L âìåñòå ñ ôóíêèÿìè πj : L→ Aj ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì A1 è A2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêöèè Hom(X , L)→ Hom(X ,A1)×Hom(X ,A2),
ïîðîæäàåìûå êîìïîçèöèåé ñ ïðîåêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ
áèåêöèÿìè äëÿ ëþáîãî X .

I Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ
Hom(−,X ) : Cop → Set. Íàïðèìåð, îí ñîõðàíÿåò ïðåäåëû.

I Äåéñòâèòåëüíî,
HomC(Aq B,X )→ HomC(A,X )×HomC(B,X ) ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé.
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Ïðèëîæåíèå

I Äîêàæåì, ÷òî ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð G : D→ C
ñîõðàíÿåò ïðåäåëû.

I Ïóñòü F � ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê G , D : J → D �
äèàãðàììà â D è L � åå ïðåäåë. Òîãäà

Hom(X ,G (L)) '
Hom(F (X ), L) '

limj∈JHom(F (X ),D(j)) '
limj∈JHom(X ,GD(j)).
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Ëåììà Éîíåäû

Lemma

Ïóñòü a � îáúåêò êàòåãîðèè C è F : Cop → Set � íåêîòîðûé
ôóíêòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
HomSetC

op (HomC(−, a),F ) ' F (a) åñòåñòâåííàÿ ïî a.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè α : HomC(−, a)→ F , òî îïðåäåëèì
T (α) = αa(ida) ∈ F (a). Åñëè x ∈ F (a), òî îïðåäåëèì
S(x) : HomC(−, a)→ F êàê S(x)b(f ) = F (f )(x). Åñòåñòâåííîñòü
S(x) ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî F ñîõðàíÿåò êîìïîçèöèè.
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Ëåììà Éîíåäû

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî T è S âçàèìîîáðàòíû. Ïóñòü x ∈ F (a),
òîãäà T (S(x)) = S(x)a(ida) = F (ida)(x) = x .
Ïóñòü α : HomC(−, a)→ F . Òîãäà
S(T (α))b(f ) = F (f )(T (α)) = F (f )(αa(ida)) = αb(f ). Ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç åñòåñòâåííîñòè α.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü åñòåñòâåííîñòü ïî a. Åå äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü äëÿ S . Åñëè g : a→ c è x ∈ F (c), òî íóæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî Sc(F (g)(x))b(f ) = Sa(x)b(g ◦ f ). Ýòî ñëåäóåò
íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ S .
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Âëîæåíèå Éîíåäû

I Äëÿ ëþáîé êàòåãîðèè C ôóíêòîð HomC(−,−) : C→ SetC
op

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ñòðîãèì.
I Äåéñòâèòåëüíî, â ëåììå Éîíåäû äîñòàòî÷íî âçÿòü â
êà÷åñòâå F ôóíêòîð HomC(−, b).

I Ýòîò ôóíêòîð íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì Éîíåäû è
îáîçíà÷àåòñÿ y : C→ SetC

op
.

I Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî îáúåêòû a è b êàòåãîðèè C
èçîìîðôíû, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ya ' yb.

I Åñëè f : a→ b, òî f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî c êîìïîçèöèÿ ñ f çàäàåò
áèåêöèþ íà ìíîæåñòâàõ HomC(c , a) è HomC(c , b).
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Ïðèìåð

I Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ôàêòà ïîêàæåì,
÷òî â äåêàðòîâî çàìêíóòîé êàòåãîðèè âåðíî abqc ' ab × ac .

I Äåéñòâèòåëüíî,

Hom(x , abqc) '
Hom(b q c , ax) '

Hom(b, ax)×Hom(c , ax) '
Hom(x , ab)×Hom(x , ac) '

Hom(x , ab × ac).
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Êî- ëåììà Éîíåäû

I Èíòóèòèâíî, êî- ëåììà Éîíåäû ãîâîðèò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé
ôóíêòîð P : Cop → Set ÿâëÿåòñÿ êîïðåäåëîì ôóíêòîðîâ
âèäà ya.

I Îáúåêòû êàòåãîðèè JP � ýòî ïàðû (a, x), ãäå a � îáúåêò C,
x ∈ P(a).

I Ìîðôèçìû ìåæäó (a, x) è (b, y) � ýòî ìîðôèçìû f : a→ b
êàòåãîðèè C, òàêèå, ÷òî P(f )(y) = x .

I Äèàãðàììà DP : JP → SetC
op
êàæäîìó (a, x) ñîïîñòàâëÿåò

ya.
I Êî- ëåììà Éîíåäû óòâåðæäàåò, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ
êîïðåäåëîì DP .
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Êî- ëåììà Éîíåäû

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî ëåììå Éîíåäû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
Hom(P,−) ' Hom(colimDP ,−). Ó íàñ åñòü ñëåäóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèåêöèé.

Hom(colim(a,x)∈J(ya),R) '
lim(a,x)∈JHom(ya,R) '

lim(a,x)∈JRa.
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Êî- ëåììà Éîíåäû

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Hom(P,R) ' lim(a,x)∈JRa, è ýòà áèåêöèÿ
åñòåñòâåííà ïî R .
Íî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Hom(P,R) � ýòî åñòåñòâåííûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî åñòü ôóíêöèè, êîòîðûå êàæäîìó a ∈ Ob(C)
è x ∈ Pa ñîïîñòàâëÿþò ýëåìåíò Ra è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
åñòåñòâåííîñòè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî lim(a,x)∈JRa ñîñòîèò èç òàêèõ æå
ôóíêöèé α, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
f : a→ b åñëè P(f )(y) = x , òî α(a, x) = R(f )(α(b, y)). Ýòî
óñëîâèå â òî÷íîñòè óñëîâèå åñòåñòâåííîñòè α.
Åñòåñòâåííîñòü ïî R ïðîâåðÿåòñÿ íàïðÿìóþ.
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Ïðèìåðû

I Ïðåäïó÷îê íà ìàëîé êàòåãîðèè C � ýòî ôóíêòîð
Cop → Set. Êàòåãîðèÿ ïðåäïó÷êîâ � ýòî êàòåãîðèÿ
ôóíêòîðîâ SetC

op
.

I Åñëè P � ïðåäïó÷îê íà C è a � îáúåêò C, òî ìû áóäåì
ïèñàòü Pa âìåñòî P(a).

I Êàòåãîðèÿ ãðàôîâ � ýòî êàòåãîðèÿ ïðåäïó÷êîâ.
I Êàòåãîðèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ

X1
// X2

// X3
// . . .

ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé ïðåäïó÷êîâ.
I Êàòåãîðèÿ äåéñòâèé ãðóïïû G � êàòåãîðèÿ ïðåäïó÷êîâ íà

G .
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Ñâîéñòâà êàòåãîðèé ïðåäïó÷êîâ

I Êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ ïîëíûå è êîïîëíûå.
I Äåéñòâèòåëüíî, â êàòåãîðèÿõ ôóíêòîðîâ ïðåäåëû è
êîïðåäåëû ñ÷èòàþòñÿ ïîòî÷å÷íî.

I Êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ äåêàðòîâû çàìêíóòû.
I Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü P , R � ïðåäïó÷êè íà C. Åñëè RP

ñóùåñòâóåò, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ C äîëæíî áûòü âåðíî

(RP)a ' Hom(ya,RP) ' Hom(ya× P,R)

I Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòî ñâîéñòâî êàê îïðåäåëåíèå RP .
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ñâîéñòâî ýêñïîíåíòû âåðíî äëÿ
ïðåäñòàâèìûõ ôóíêòîðîâ. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ:

Hom(X ,RP) '
Hom(colima(ya),R

P) '
lima(Hom(ya,RP)) '

lima(Hom(ya× P,R)) '
Hom(colima(ya× P),R) '
Hom(colima(ya)× P,R) '

Hom(X × P,R)
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Ãåíåðàòîðû êàòåãîðèè

I Êîëëåêöèÿ S îáúåêòîâ êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ åå
ãåíåðàòîðîì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ìîðôèçìîâ
f , g : A→ B âåðíî, ÷òî åñëè f ◦ s = g ◦ s äëÿ ëþáîãî
ìîðôèçìà s ñ äîìåíîì â S , òî f = g .

I Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òîáû ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî äâóõ
ñòðåëîê, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü èõ ðàâåíñòâî íà îáúåêòàõ
èç S .

I Åñëè S ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì êàòåãîðèè C è x ∈ S , òî
ìîðôèçìû âèäà x → a íàçûâàþò îáîáùåííûìè
ýëåìåíòàìè îáúåêòà a.
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Ïðèìåðû ãåíåðàòîðîâ

I Â Set ãåíåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
îäíîãî îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

I Â Grp ãåíåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ Z.
I Îáîùåííûå ýëåìåíòû äëÿ ýòîãî ãåíåðàòîðà � ýòî ïðîñòî
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà.

I Êîëëåêöèÿ îáúåêòîâ âèäà ya ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì äëÿ
êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ.
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Êàòåãîðèÿ ãðàôîâ

Êàòåãîðèÿ ãðàôîâ Graph

I Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîñòî ðàçáåðåì ïîäðîáíî ïðèìåð
êàòåãîðèè ãðàôîâ.

I Ãðàô G ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà âåðøèí GV , ìíîæåñòâà
ðåáåð GE è ïàðû ôóíêöèé d , c : GE → GV ,
ñîïîñòîâëÿþùèõ êàæäîìó ðåáðó åãî íà÷àëî è êîíåö.

I Òàêèì îáðàçîì, êàòåãîðèÿ ãðàôîâ Graph � ýòî êàòåãîðèÿ
ïðåäïó÷êîâ íà êàòåãîðèè C, ñîñòîÿùåé èç äâóõ îáúåêòîâ V
è E è äâóõ íå òîæäåñòâåííûõ ìîðôèçìîâ.

V
c
//

d // E
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Êàòåãîðèÿ ãðàôîâ

Ëåììà Éîíåäû äëÿ Graph

I Âëîæåíèå Éîíåäû ãîâîðèò, ÷òî êàòåãîðèÿ C âêëàäûâàåòñÿ
â êàòåãîðèþ ãðàôîâ.

I yV � ýòî ãðàô, ñîñòîÿùèé èç îäíîé âåðøèíû.
I yE � ýòî ãðàô, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ðåáðà.
I yd è yc � ôóíêöèè, îòîáðàæàþùèå åäèíñòâåííóþ âåðøèíó
ãðàôà yV â ëåâûé èëè ïðàâûé êîíåö åäèíñòâåííîãî ðåáðà
ãðàôà yE .

I Ëåììà Éîíåäû ãîâîðèò, ÷òî HomGraph(yV ,G ) ' GV .
I Äåéñòâèòåëüíî, ìîðôèçìû èç ãðàôà yV â G � ýòî â
òî÷íîñòè âåðøèíû ãðàôà G .

I Ëåììà Éîíåäû ãîâîðèò, ÷òî HomGraph(yE ,G ) ' GE .
I Äåéñòâèòåëüíî, ìîðôèçìû èç ãðàôà yE â G � ýòî â
òî÷íîñòè ðåáðà ãðàôà G .
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Êàòåãîðèÿ ãðàôîâ

Êî- ëåììà Éîíåäû äëÿ Graph

I Î êîïðåäåëàõ ìîæíî äóìàòü ãåîìåòðè÷åñêè.
I Íàïðèìåð, åñëè G1 � ïîäãðàô ãðàôîâ G2 è G3, òî ïóøàóò

G2 qG1 G3 � ýòî ãðàô, �ñêëååííûé� èç G2 è G3 âäîëü G1.
I Òàêèì, îáðàçîì êî- ëåììà Éîíåäû ãîâîðèò, ÷òî ëþáîé
ïðåäïó÷îê ìîæíî �ñêëåèòü� èç ïðåäñòàâèìûõ ïðåäïó÷êîâ.

I Â ñëó÷àå ñ ãðàôàìè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ãðàô ìîæíî
ñêëåèòü èç ãðàôîâ yV è yE .

I Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ãðàô ìîæíî ñêëåèòü èç âåðøèí è
ðåáåð, êîòîðûå â íåì ñîäåðæàòñÿ.



Hom-ôóíêòîðû Ëåììà Éîíåäû Êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ Ïðèìåðû

Êàòåãîðèÿ ãðàôîâ

Ãåíåðàòîðû â êàòåãîðèè ãðàôîâ

I Êîëëåêöèÿ ãðàôîâ {yV , yE} ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì
êàòåãîðèè Graph.

I Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ìîðôèçìû ãðàôîâ
f , g : G → H ðàâíû, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè
ñîâïàäàþò íà âåðøèíàõ è íà ðåáðàõ.

I Äðóãèìè ñëîâàìè, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè
ñîâïàäàþò íà ìîðôèçìàõ èç yV è yE .

I Îáîáùåííûé ýëåìåíò äëÿ ýòîãî ãåíåðàòîðà � ýòî ëèáî
âåðøèíà ãðàôà (îáîáùåííûé ýëåìåíò âèäà yV ), ëèáî åãî
ðåáðî (îáîùåííûé ýëåìåíò âèäà yE ).



Hom-ôóíêòîðû Ëåììà Éîíåäû Êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ Ïðèìåðû

Êàòåãîðèÿ ãëîáóëÿðíûõ ìíîæåñòâ

Êàòåãîðèÿ ãëîáóëÿðíûõ ìíîæåñòâ Glob

I Ãëîáóëÿðíîå ìíîæåñòâî � ýòî ïðåäïó÷îê íà ñëåäóþùåé
êàòåãîðèè:

0
t0
//

s0 // 1
t1
//

s1 // 2
t2
//

s2 // . . .

ãäå si+1 ◦ si = ti+1 ◦ si è si+1 ◦ ti = ti+1 ◦ ti .
I Äðóãèìè ñëîâàìè, îáúåêòû ýòîé êàòåãîðèè � íàòóðàëüíûå
÷èñëà, Hom(n, n) = {idn}, Hom(n, k) = ∅ åñëè n > k , è
Hom(n, k) ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ, åñëè n < k .



Hom-ôóíêòîðû Ëåììà Éîíåäû Êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ Ïðèìåðû

Êàòåãîðèÿ ãëîáóëÿðíûõ ìíîæåñòâ

Ëåììà Éîíåäû äëÿ Glob

I Î ãëîáóëÿðíûõ ìíîæåñòâàõ âèäà yn ìîæíî äóìàòü êàê î
n-ìåðíûõ øàðàõ.

I y0 � òî÷êè, y1 � îòðåçêè, y2 � äèñêè, y3 � 3-ìåðíûå øàðû,
è ò.ä.

I ysn âêëàäûâàåò n-ìåðíûé øàð â âåðõíþþ ïîëîâíó ãðàíèöû
(n + 1)-ìåðíîãî øàðà.

I ytn âêëàäûâàåò n-ìåðíûé øàð â íèæíþþ ïîëîâíó ãðàíèöû
(n + 1)-ìåðíîãî øàðà.

I Òàêèì îáðàçîì, ysn è ytn ïåðåñåêàþòñÿ ïî (n − 1)-ìåðíûì
øàðàì.

I Ëåììà Éîíåäû ãîâîðèò, ÷òî åñëè X � ëîáóëÿðíîå
ìíîæåñòâî, òî Hom(yn,X ) èçîìîðôíî ìíîæåñòâó Xn åãî
n-ìåðíûõ øàðîâ.

I Êî- ëåììà Éîíåäû ãîâîðèò, ÷òî ëþáîå ãëîáóëÿðíîå
ìíîæåñòâî ñêëååíî èç øàðîâ.
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