
ДЗ 4. Сопряжённые операторы

Итак, мы попробовали решить в прошлый раз задачу нахождения ближайшего в среднем подпространства к дан-
ным точкам. Рассмотрим матрицу 𝑋, чьи строки это данные вектора 𝑥𝑖 𝑖 ∈ 1, 𝑠. Тогда утверждается, что задача сво-
дится к последовательной минимизации формы 𝐴 = 𝑋⊤𝑋. Точнее, мы ищем аффинное подпространство 𝑊 = 𝑎0 +𝐿,
где dim𝑊 = 𝑘 с условием, что ∑︁

𝑖

𝜌(𝑥𝑖,𝑊 )2

минимально. Тогда 𝑎0 = 1
𝑠

∑︀
𝑥𝑖, а в качестве подпространства 𝐿 можно взять 𝐿 = ⟨𝑣1, . . . , 𝑣𝑘⟩, где 𝑣𝑖 — собственные

вектора 𝐴, причём соответствующие собственные числа упорядочены по убыванию.
Докажем это. Прежде всего установим, что в качестве 𝑎0 всегда можно взять среднее. Действительно, выпишем

условие
∑︀𝑠

𝑖=1 𝜌(𝑥𝑖 − 𝑎0, 𝐿)
2 =

∑︀
||𝑝𝑟𝐿⊥(𝑥𝑖 − 𝑎0)||2 минимально. Продифференцируем. Получим∑︁

−2𝑝𝑟𝐿⊥𝑥𝑖 + 2𝑝𝑟𝐿⊥𝑎0 = 0

Это условие означает, что проекции 𝑎0 и среднего
1
𝑠

∑︀
𝑥𝑖 совпадают. То есть эти две величины отличаются на элемент

𝐿. Тогда среднее лежит в 𝑊 . Итак, вычтя из всех 𝑥𝑖 их среднее можно считать 𝑎0 = 0.
Итак, теперь 𝑎0 = 0. Воспользуемся тем, что ||𝑥||2 = ||𝑝𝑟𝐿𝑥||2 + ||𝑝𝑟𝐿⊥𝑥||2 или ||𝑥||2 − ||𝑝𝑟𝐿𝑥||2 = ||𝑝𝑟𝐿⊥𝑥||2. Тогда

получаем, что ∑︁
||𝑝𝑟𝐿⊥(𝑥𝑖)||2 =

∑︁
||𝑥𝑖||2 − ||𝑝𝑟𝐿𝑥𝑖||2

должно быть минимально. Тогда сумма
∑︀

||𝑝𝑟𝐿𝑥𝑖||2 должна быть максимальна.

Предложение. Максимум указанной суммы достигается на подпространстве 𝐿 = ⟨𝑣1, . . . , 𝑣𝑘⟩ из первых 𝑘 соб-

ственных векторов квадратичной формы 𝑢⊤𝑋⊤𝑋𝑢.

Теперь поговорим про сопряжённые операторы.

Факт (Общие свойства). (𝐴+𝐵)* = 𝐴* +𝐵*

(𝐴𝐵)* = 𝐴*𝐵*

(𝜆𝐴)* = 𝜆𝐴*.
(𝐴−1)* = (𝐴*)−1.

Задачи

Задача 1. Пусть (𝑒1, 𝑒2) – ортонормированный базис пространства и оператор 𝐴 имеет в базисе (𝑒1, 𝑒1 + 𝑒2) матрицу(︂
1 2
1 −1

)︂
.

Найдите матрицу оператора 𝐴* в этом базисе.

Задача 2. Доказать, что если х – собственный вектор операторов 𝐴 и 𝐴* на унитарном пространстве ( комплексном
пространстве с полуторалинейным скалярным произведением) с собственными значениями 𝜆 и 𝜇, то 𝜆 = 𝜇.
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