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• Â ñâÿçè ñ òåñòàìè íà ïðîñòîòó áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
? ïóñòü n ∈ N \ {1}; òîãäà FT(n) = {a ∈ Z/n | an−1 = 1};
? ïóñòü n ∈ (2N + 1); òîãäà ET(n) = {a ∈ Z/n | a

n−1
2 ∈ {1,−1}};

? ïóñòü n ∈ (2N + 1) (ìîæíî ðàññìàòðèâàòü n ∈ N \ {1}); ïðåäñòàâèì ÷èñëî n− 1 â âèäå 2ψj, ãäå ψ ∈ N
è j ∈ (2N + 1); òîãäà MRT(n) = {a ∈ Z/n | aj = 1 ∨ ∃χ ∈ {0, . . . , ψ − 1} (a2χj = −1)}.

• Òåñòèðîâàíèå ÷èñëà n íà ïðîñòîòó çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå ïðèíàäëåæíîñòè âûáðàííîãî ñëó÷àéíî
íåíóëåâîãî îñòàòêà a ïî ìîäóëþ n ìíîæåñòâó FT(n) (òåñò Ôåðìà), èëè ìíîæåñòâó ET(n) (òåñò Ýéëåðà),
èëè ìíîæåñòâó MRT(n) (òåñò Ìèëëåðà�Ðàáèíà). Åñëè îñòàòîê a íå ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíî-
æåñòâó, òî ÷èñëî n çàâåäîìî íåïðîñòîå; åñëè æå ïðèíàäëåæèò, òî ÷èñëî n, âîçìîæíî, ïðîñòîå.

• Â çàäà÷å 34 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k ∈ Z è ëþáîé ãðóïïû G îáî-
çíà÷èì ÷åðåç powk,G îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç G â G ïî ïðàâèëó g 7→ gk äëÿ ëþáûõ g ∈ G; ñâîéñòâà
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ èçó÷àëèñü â çàäà÷àõ 5 è 20.

Çàäà÷è

(2) 24. Ïóñòü p ∈ P; äîêàæèòå, ÷òî MRT(p) = F×p .

(3) 28. à) Íàéäèòå òàêîå íå÷åòíîå ÷èñëî n â äèàïàçîíå îò 3 äî 4999, ÷òî |ET(n)|
φ(n) = 1

8 è |ET(2n+3)|
φ(2n+3) = 1

15 .

á) Ïóñòü n åñòü ÷èñëî, íàéäåííîå â ïóíêòå à; äîêàæèòå, ÷òî 25 ∈ FT(n) è 25 /∈ ET(n).

(5) 33. à) Ïóñòü G � ãðóïïà, g ∈ G è m ∈ N0; äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• ord(g) = m; • gm = 1 ∧ ∀ p ∈ P (p |m ⇒ g
m
p 6= 1).

á) Ïóñòü n ∈ N; äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• n ∈ P; • ∃ d ∈ Z/n
(
dn−1 = 1 ∧ ∀ p ∈ P (p | (n− 1) ⇒ d

n−1
p 6= 1)

)
.

Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà n íàéòè êàêîå-ëèáî ÷èñëî d, îáëà-

äàþùåå ïî ìîäóëþ n ñâîéñòâàìè dn−1 = 1 è ∀ p ∈ P (p | (n− 1) ⇒ d
n−1

p 6= 1), çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
îò äëèíû äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n?

â) Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà n èç ìíîæåñòâà {15791, 1579, 263, 131, 13} íàéäèòå ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæå-
ñòâà {d ∈ {0, . . . , n− 1} | dn−1 = 1 ∧ ∀ p ∈ P (p | (n− 1) ⇒ d

n−1
p 6= 1) â êîëüöå Z/n}.

Êîììåíòàðèé ê ïóíêòó â: äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òðåáóåìûå â ïóíêòå â ÷èñëà, èñïîëüçóéòå êîìïüþòåð;
äîêàçûâàòü íè÷åãî íå íàäî; ïóíêò â çàñ÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ñòóäåíòàì, ðåøèâøèì ïóíêòû à è á.

Âñå ïóíêòû çàäà÷è 33 ìîãóò ñäàâàòü íà çàíÿòèè 26.11 ñëåäóþùèå ñòóäåíòû: Þ. Àëåêñàíäðîâ, À. Âåñ-
ëîãóçîâà, Ñ. Êðèâîõàòñêèé, À. Ëàçàðåâè÷, Ô. Ìóðàòîâ, Ä. Ïàâëþ÷åíêî, Ñ. Ïðîøåâ, Ï. Ñåðãååâ, Ñ. Öå-
ëîâàëüíèêîâ, Ï. Þðãèí è È. Ãàéäàé. Òîëüêî ïóíêòû á è â çàäà÷è 33 ìîãóò ñäàâàòü íà çàíÿòèè 26.11
ñëåäóþùèå ñòóäåíòû: À. Êðàìàð, Ì. Ìîñêâèòèí è Ä. Ìåëåøêî.

(5) 34. à) Ïóñòü p ∈ P \ {2}; äîêàæèòå, ÷òî | Im pow2,F×p | =
p−1
2 è Im pow2,F×p = Ker pow p−1

2
,F×p .

á) Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî ýëåìåíòà a ïîëÿ Fp âû-
ÿñíèòü, âåðíî ëè, ÷òî a ∈ Im pow2,F×p , çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò äëèíû äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà p.

â) Ïóñòü p ∈ P; äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòû:
• p mod 4 = 3; • −1 /∈ Im pow2,F×p ; • (x2 + 1) ∈ Irr(Fp[x]); • Fp[x]/(x2 + 1) � ïîëå.

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

24. Èñïîëüçóéòå òî, ÷òî {c ∈ Fp | c2 = 1} = {1,−1}.

28. Äëÿ ïîèñêà òðåáóåìîãî ÷èñëà n èñïîëüçóéòå êîìïüþòåð. Çàòåì äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè |ET(n)|

φ(n) = 1
8 ,

|ET(2n+3)|
φ(2n+3) = 1

15 è 25 ∈ FT(n) \ ET(n), èñïîëüçóÿ êîììåíòàðèé ê çàäà÷å 20.
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33. à) Èñïîëüçóéòå ýëåìåíòàðíûå çíàíèÿ î ïîðÿäêå ýëåìåíòà ãðóïïû.

á) Èñïîëüçóéòå ïóíêò à è òåîðåìó î ãðóïïàõ îáðàòèìûõ îñòàòêîâ (òî÷íåå, ïóíêò â çàäà÷è 22). Ïðè îò-
âåòå íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà èñïîëüçóéòå èíôîðìàöèþ, î êîòîðîé øëà ðå÷ü íà çàíÿòèÿõ.

â) Èùèòå òðåáóåìûå ÷èñëà ïåðåáîðîì ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.

34. à) Èñïîëüçóéòå êîììåíòàðèé ê çàäà÷å 20 è âòîðóþ òåîðåìó î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

á) Èñïîëüçóéòå ïóíêò à.

â) Â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî p mod 4 = 3 ⇔ −1 /∈ Im pow2,F×p , èñïîëüçóéòå ïóíêò à. Â äîêàçàòåëüñòâå

òîãî, ÷òî −1 /∈ Im pow2,F×p ⇔ (x2 + 1) ∈ Irr(Fp[x]), èñïîëüçóéòå ýëåìåíòàðíûå çíàíèÿ î íåïðèâîäèìûõ

ìíîãî÷ëåíàõ. Â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî (x2 + 1) ∈ Irr(Fp[x]) ⇔ (Fp[x]/(x2 + 1) � ïîëå), èñïîëüçóéòå
ýëåìåíòàðíûå çíàíèÿ î êîëüöàõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà.
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