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Òåðìèíàëüíûå îáúåêòû

I Â êàòåãîðèÿõ Set è Hask ñóùåñòâóåò ìíîãî ïîõîæèõ
îáúåêòîâ: Z è Integer , {∗} è (), A× B è (a, b).

I Ñóùåñòâóåò ëè îáîáùåíèå ýòèõ êîíñòðóêöèé â
ïðîèçâîëüíûõ êàòãåîðèÿõ?

I Îáúåêò A íåêîòîðîé êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ
òåðìèíàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî îáúåêòà B ñóùåñòâóåò
óíèêàëüíàÿ ñòðåëêà B → A.

I Äðóãèìè ñëîâàìè, A ÿâëÿåòñÿ òåðìèíàëüíûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî B ìíîæåñòâî HomC(B,A) îäíîýëåìåíòíî.
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Ïðèìåðû òåðìèíàëüíûõ îáúåêòîâ

I Â Set ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî îäíîýëåìåíòíî.

I Â Grp ãðóïïà òåðìèíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
îäíîýëåìåíòíà.

I Â Hask åñòü ñëåäóþùèå òåðìèíàëüíûå îáúåêòû: (),
data Unit = Unit.

I Óòâåðæäåíèå ñòðî÷êîé âûøå íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì :(

I Â ãðóïïîèäå ñóùåñòâóåò òåðìèíàëüíûé îáúåêò òîëüêî åñëè
îí òðèâèàëåí.
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Óíèêàëüíîñòü òåðìèíàëüíûõ îáúåêòîâ

Proposition

Ëþáûå äâà òåðìèíàëüíûõ îáúåêòà èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè A è B � òåðìèíàëüíûå îáúåêòû, òî ñóùåñòâóåò ïàðà
ñòðåëîê f : A→ B è g : B → A. Ïðè ýòîì ïî óíèêàëüíîñòè
âåðíî, ÷òî g ◦ f = idA è f ◦ g = idB .

Òåðìèíàëüíûé îáúåêò îáû÷íî îáîçíà÷àþò 1. Óíèêàëüíûé
ìîðôèçì èç X â 1 îáû÷íî îáîçíà÷àþò !X : X → 1.
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Óíèêàëüíîñòü òåðìèíàëüíûõ îáúåêòîâ

Proposition

Ëþáûå äâà òåðìèíàëüíûõ îáúåêòà èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè A è B � òåðìèíàëüíûå îáúåêòû, òî ñóùåñòâóåò ïàðà
ñòðåëîê f : A→ B è g : B → A. Ïðè ýòîì ïî óíèêàëüíîñòè
âåðíî, ÷òî g ◦ f = idA è f ◦ g = idB .

Òåðìèíàëüíûé îáúåêò îáû÷íî îáîçíà÷àþò 1. Óíèêàëüíûé
ìîðôèçì èç X â 1 îáû÷íî îáîçíà÷àþò !X : X → 1.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

I Ìíîæåñòâî B âìåñòå ñ ïàðîé ôóíêöèé πi : B → Ai

ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A1 è A2,
åñëè äëÿ ëþáûõ ai ∈ Ai ñóùåñòâóåò óíèêàëüíûé b ∈ B
òàêîé, ÷òî πi (b) = ai .

I Îáúåêò B âìåñòå ñ ïàðîé îòîáðàæåíèé πi : B → Ai

íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì A1 è A2, åñëè äëÿ
ëþáûõ fi : C → Ai ñóùåñòâóåò óíèêàëüíàÿ ñòðåëêà
h : C → B òàêàÿ, ÷òî πi ◦ h = fi .
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Óíèêàëüíîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ

Proposition

Åñëè (B , πBi ) è (C , πCi ) � ïðîèçâåäåíèÿ îáúåêòîâ A1 è A2, òî B
è C èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ñóùåñòâóþò ñòðåëêè
g : B → C è h : C → B êàê íà äèàãðàììå íèæå. Ïî
óíèêàëüíîñòè h ◦ g = idB è, àíàëîãè÷íî, g ◦ h = idC .
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Ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ

I Åñëè {Ai}i∈I � êîëåêöèÿ îáúåêòîâ íåêîòîðîé êàòåãîðèè, òî
îáúåêò B âìåñòå ñ ìîðôèçìàìè πi : B → Ai íàçûâàåòñÿ
äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì îáúåêòîâ Ai , åñëè äëÿ ëþáîé
êîëëåêöèè ìîðôèçìîâ {fi : C → Ai}i∈I ñóùåñòâóåò
óíèêàëüíàÿ ñòðåëêà h : C → B òàêàÿ, ÷òî πi ◦ h = fi .

I Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îáúåêòîâ {Ai}i∈I óíèêàëüíî ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

I Îíî îáîçíà÷àåòñÿ
∏
i∈i

Ai . Åñëè I = {1, . . . n}, òî îíî

îáîçíà÷àåòñÿ A1 × . . .× An. Óíèêàëüíûé ìîðôèçì
C → A1 × . . .× An îáîçíà÷àåòñÿ 〈f1, . . . fn〉.
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Äåêàðòîâû êàòåãîðèÿ

Êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò òåðìèíàëüíûé îáúåêò è
áèíàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé.

Proposition

Êàòåãîðèÿ äåêàðòîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé

ñóùåñòâóþò âñå êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òåðìèíàëüíûé îáúåêò � ïðîèçâåäåíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà
îáúåêòîâ, áèíàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ � ïðîèçâåäåíèå äâóõ
îáúåêòîâ. È íàîáîðîò, ïðîèçâåäåíèå Ai ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü
êàê

A1 × (A2 × . . . (An−1 × An) . . .)

Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè.
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Äåêàðòîâû êàòåãîðèÿ

Êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò òåðìèíàëüíûé îáúåêò è
áèíàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé.

Proposition

Êàòåãîðèÿ äåêàðòîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé

ñóùåñòâóþò âñå êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òåðìèíàëüíûé îáúåêò � ïðîèçâåäåíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà
îáúåêòîâ, áèíàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ � ïðîèçâåäåíèå äâóõ
îáúåêòîâ. È íàîáîðîò, ïðîèçâåäåíèå Ai ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü
êàê

A1 × (A2 × . . . (An−1 × An) . . .)

Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè.
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Ìîòèâàöèÿ

I Î÷åðåäíàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðóþ ìû õîòèì îáîáùèòü, �
ýòî ìíîæåñòâî/òèï ôóíêöèé.

I Ýòà êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïî ðàçíîìû: ýêñïîíåíòà,
âíóòðåííèé Hom.

I Ïóñòü A è B � îáúåêòû äåêàðòîâîé êàòåãîðèè C. Òîãäà
ýêñïîíåíòà îáîçíà÷àþòñÿ ëèáî BA, ëèáî [A,B].

I Êàêèå îïåðàöèè äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû äëÿ BA.

I Êàê ìèíèìóì ìû äîëæíû èìåòü àïïëèêàöèþ, êîòîðàÿ
îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ev è ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
ìîðôèçìîì:

ev : BA × A→ B

I Ìîðôèçì ev ïîçâîëÿåò íàì �âû÷èñëÿòü� ýëåìåíòû BA.
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Ýëåìåíòû îáúåêòà (a side note)

I Â êàòåãîðèè Set ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóþò
ìîðôèçìàì èç òåðìíàëüíîãî îáúåêòà â X .

I Â ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè (ñ òåðìèíàëüíûì îáúåêòîì) ìû
ìîæåì îïðåäåëèòü ýëåìåíò îáúåêòà òàêèì æå îáðàçîì.

I Íî ýòî íå î÷åíü ïîëåçíîå îïðåäåëåíèå, òàê êàê â
ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè îáúåêò íå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè
ýëåìåíòàìè.

I Íàïðèìåð, â êàòåãîðèè ãðàôîâ ìîðôèçìû èç
òåðìèíàëüíîãî ãðàôà â ãðàô X ñîîòâåòñòâóþò ïåòëÿì X .

I Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îáîùåííûé ýëåìåíò îáúåêòà X êàê
ìîðôèçì èç ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà Γ â X .

I Â êàòåãîðèè ãðàôîâ âåðøèíû è ðåáðà ãðàôà X ÿâëÿþòñÿ
åãî îáîáùåííûìè ýëåìåíòàìè (êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò è
ìíîãî äðóãèõ îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ãðàôà).
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Îïðåäåëåíèå

I Áëàãîäàðÿ ìîðôèçìó ev , ìû ìîæåì äóìàòü îá ýëåìåíòàõ
BA êàê î ìîðôèçìàõ A→ B . Ìû åùå äîëæíû ñêàçàòü, ÷òî
BA ñîäåðæèò âñå òàêèå ìîðôèçìû.

I Òî åñòü ìû äîëæíû ñêàçàòü ÷åìó ñîîòâåòñòâóþò
îáîáùåííûå ýëåìåíòû BA. ßñíî, ÷òî ó íàñ äîëæíà áûòü
áèåêöèÿ ìåæäó îáîáùåííûìè ýëåìåíòàìè Γ→ BA è
ìîðôèçìàìè Γ× A→ B .

I Èìåÿ ìîðôèçì f : Γ→ BA, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü åãî
êàððèðîâàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γ× A
f×idA−−−→ BA × A

ev−→ B

I Îáúåêò BA âìåñòå ñ ìîðôèçìîì ev : BA × A→ B
íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîé A è B , åñëè äëÿ ëþáîãî
g : Γ× A→ B ñóùåñòâóåò óíèêàëüíûé f : Γ→ BA òàêîé,
÷òî êîìïîçèöèÿ ñòðåëîê â äèàãðàììå âûøå ðàâíà g .
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Ïðèìåðû

I Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâî çàìêíóòîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ åå îáúåêòîâ A è B ñóùåñòâóåò èõ ýêñïîíåíòà BA.

I Set � äåêàðòîâî çàìêíóòà. Äåéñòâèòåëüíî, BA � ýòî ïðîñòî
ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç A â B .

I Agda � äåêàðòîâî çàìêíóòà. Äåéñòâèòåëüíî, BA � ýòî
ïðîñòî òèï ôóíêöèé èç A â B .

I Âñå àëãåáðàè÷åñêèå êàòåãîðèè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè,
íå ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâî çàìêíóòûìè (Grp, Vec, Ring, è
ò.ä.).

I Êàòåãîðèÿ ãðàôîâ � äåêàðòîâî çàìíóòà.
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Îáúåêò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

De�nition
Îáúåêò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â äåêàðòîâî çàìêíóòîé êàòåãîðèè �
ýòî îáúåêò N âìåñòå ñ ïàðîé ìîðôèçìîâ zero : 1→ N è
suc : N→ N, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äðóãèõ
ìîðôèçìîâ z : 1→ X è s : X → X ñóùåñòâóåò óíèêàëüíàÿ
ñòðåëêà h, òàêàÿ ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòèðóåò.
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Ñâîéñòâà

I Îáúåêò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë óíèêàëåí ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà.

I Â ëþáîé äåêàðòîâî çàìêíóòîé êàòåãîðèè ñ îáúåêòîì
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî îïðåäåëèòü âñå ïðèìèòèâíî
ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè.

I Ìîðôèçì suc : N→ N ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëåííûì
ìîíîìîðôèçìîì.
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Äåêàðòîâî çàìêíóòûå êàòåãîðèè
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Ìîòèâàöèÿ

I Ëÿìáäà èñ÷èñëåíèå ïðåäîñòàâëÿåò ñèíòàêñèñ äëÿ
(äåêàðòîâî çàìêíóòûõ) êàòåãîðèé, à êàòåãîðèè
ïðåäîñòàâëÿþò ñåìàíòèêó ëÿìáäà èñ÷èñëåíèÿ.

I Ñ îäíîé ñòîðîíû, ëÿìáäà èñ÷èñëåíèå ïîçâîëÿåò ïðîñòî
îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè â êàòåãîðèÿõ.

I Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè â êàòåãîðèÿõ
ìîãóò ìîòèâèðîâàòü íîâûå ÿçûêîâûå êîíñòðóêöèè äëÿ
ëÿìáäà èñ÷èñëåíèÿ.
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Ëÿìáäà èñ÷èñëåíèå êàê òåîðèÿ

I Äëÿ ëþáîé (îäíîñîðòíîé) àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ìîæíî
îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî òåðìîâ ýòîé òåîðèè, ïîñòðîèâ åãî
èíäóêòèâíî èç ôóíêöèé ýòîé òåîðèè è ïåðåìåííûõ.

I Íàïðèìåð, â òåîðèè ãðóïï ìíîæåñòâî òåðìîâ áóäåò
âêëþ÷àòü òàêèå òåðìû êàê x ∗ inv(y) è x ∗ (y ∗ inv(z)) ∗ 1,
ãäå x , y , z � ïåðåìåííûå, à ∗, inv è 1 � ôóíêöèè òåîðèè
ãðóïï.

I Òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà èñ÷èñëåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
äâóñîðòíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ.

I Íî ìû âìåñòî ýòîãî ïðîñòî îïðåäåëèì åãî ðó÷êàìè.

I Â ëÿìáäà èñ÷èñëåíèè ó íàñ åñòü äâà ñîðòà: ñîðò òèïîâ è
ñîðò òåðìîâ.
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Òåðìû ëÿìáäà èñ÷èñëåíèÿ

I Òèïû ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî èç äâóõ áèíàðíûõ ôóíêöèé × è
→ è îäíîé êîíñòàíòû > (è ïåðåìåííûõ).

I Òåðìû ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî ñîãëàñíî ñëåäóþùèì
ïðàâèëàì:

`
Γ `

, x /∈ Γ
Γ, x : A `

Γ ` , (x : A) ∈ Γ
Γ ` x : A

Γ `
Γ ` unit : >

Γ ` a : A Γ ` b : B
Γ ` (a, b) : A× B

Γ ` p : A× B

Γ ` fst p : A

Γ ` p : A× B

Γ ` snd p : B

Γ, x : A ` b : B

Γ ` λx .b : A→ B
Γ ` f : A→ B Γ ` a : A

Γ ` f a : B
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Àêñèîìû ëÿìáäà èñ÷èñëåíèÿ

Êðîìå òîãî, ó íàñ åñòü ñëåäóþùèå àêñèîìû:

Γ ` a : A Γ ` b : B
Γ ` fst (a, b) ≡ a : A

Γ ` a : A Γ ` b : B
Γ ` snd (a, b) ≡ b : B

Γ ` t : >
Γ ` unit ≡ t : >

Γ ` p : A× B

Γ ` (fst p, snd p) ≡ p : A× B

Γ, x : A ` b : B Γ ` a : A

Γ ` (λx .b) a ≡ b[x := a] : B
Γ ` f : A→ B

Γ ` λx .f x ≡ f : A→ B
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Èíòåðïðåòàöèÿ ëÿìáäà èñ÷èñëåíèÿ

I ×òî ÿâëÿåòñÿ ìîäåëÿìè àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ëÿìáäà
èñ÷èñëåíèÿ (êîòîðóþ ìû òàê è íå ïîñòðîèëè)?

I Ýòî â òî÷íîñòè äåêàðòîâî çàìêíóòûå êàòåãîðèè!

I Òàê êàê ìû òî÷íî íå îïðåäåëèëè ýòó òåîðèþ, òî ìû è íå
ìîæåì äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, íî ìû õîòÿ áû ìîæåì
ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ëÿìáäà èñ÷èñëåíèå â ïðîèçâîëüíîé
äåêàðòîâîé êàòåãîðèè (òàê æå êàê òåðìû òåîðèè ãðóïï
ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå).

I Ïóñòü C � äåêàðòîâî çàìêíóòàÿ êàòåãîðèÿ. Òîãäà ìû áóäåì
èíòåðïðåòèðîâàòü òèïû êàê îáúåêòû êàòåãîðèè, à òåðìû
êàê åå ìîðôèçìû.
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Èíòåðïðåòàöèÿ òèïîâ

I Èíòåðïðåòàöèþ òèïîâ è òåðìîâ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
J−K.

I Òîãäà òèïû èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J>K = 1

JA× BK = JAK× JBK

JA→ BK = JBKJAK

I Åñëè Γ = x1 : A1, . . . xn : An, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
èíòåðïðåòàöèþ Γ êàê JΓK = JA1K× . . .× JAnK.
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Èíòåðïðåòàöèÿ òåðìîâ

I Òåïåðü ìû îïðåäåëèì èíòåðïðåòàöèþ òåðìîâ.

I Åñëè Γ ` a : A, òî JaK : JΓK→ JAK.
I JxiK = πi åñëè Γ = x1 : A1, . . . xn : An.

I JunitK =!JΓK.

I J(a, b)K = 〈JaK, JbK〉.
I Jfst pK = π1 ◦ JpK.
I Jsnd pK = π2 ◦ JpK.
I Jf aK = ev ◦ 〈Jf K, JaK〉, ãäå ev : JBKJAK × JAK→ JBK.
I Jλx .bK = ϕ(JbK), ãäå
ϕ : Hom(JΓK× JAK, JBK) ' Hom(JΓK, JBKJAK) � ôóíêöèÿ
êàððèðîâàíèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíò.
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Ïðîâåðêà àêñèîì

I Ðàçóìååòñÿ íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà èíòåðïðåòàöèÿ
óâàæàåò àêñèîìû.

I Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íóæíî äîêàçàòü ëåììó, ÷òî ïîäñòàíîâêà
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ, òî åñòü åñëè
Γ, x : A ` b : B è Γ ` a : A, òî Jb[x := a]K = JbK ◦ 〈idJΓK, JaK〉.
Ýòî ëåãêî ñäåëàòü èíäóêöèåé ïî b.

I Òåïåðü áåòà ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâóþò òîìó, ÷òî
ôóíêöèÿ êàððèðîâàíèÿ è îáðàòíàÿ ê íåé äàþò
òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ ïðè êîìïîçèöèè, à ýòà
ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ýòè ôóíêöèè
äàþò id ïðè êîìïîçèöèè â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

I Àêñèîìû äëÿ > è × ëåãêî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ
ïðîèçâåäåíèé.


	
	  
	  

