
Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = sin(n2) íå èìååò ïðåäåëà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a, ÷òî

sin(n2) → a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç b1 è b2 òî÷êè íà îêðóæíîñòè T äëèíû 2π, òàêèå ÷òî
sin(b1) = sin(b2) = a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç yn òî÷êè íà T òàêèå, ÷òî yn − n2 êðàòíî 2π.
Ïîñêîëüêó sin(n2) → a, òî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ yn ñîñòîèò èç íå áîëåå,
÷åì äâóõ òî÷åê b1 è b2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê íà îêðóæíîñòè
zn, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì zn = yn+1 − yn. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ
ïðåäåëîâ zn ñîñòîèò èç íå áîëåå 4 òî÷åê âèäà ±b1 ± b2 (ïîñêîëüêó yn èìååò íå áîëåå
2-óõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ).

Ñåé÷àñ ìû ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n ïëîòíà "ïî ìîäóëþ 2π"â
T . Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2n+1 òîæå ïëîòíà "ïî ìîäóëþ 2π"â T . Íî ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî zn = (n+1)2−n2 ïëîòíà â T . Ó ïëîòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â T áåñêîíå÷íî
ìíîãî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ, à ìû äîêàçàëè, ÷òî íå áîëüøå 4-¼õ. Ïðîòèâîðå÷èå.


