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Çàäà÷à 22

(5) 22. à) Ïóñòü K � ïîëå è f ∈ K[x] \ {0}; äîêàæèòå, ÷òî |{c ∈ K | f(c) = 0}| ≤ deg f .

á) Ïîñòðîéòå òàêîå êîëüöî R è òàêîé ìíîãî÷ëåí f ∈ R[x], ÷òî deg f = 1 è |{r ∈ R | f(r) = 0}| = ∞.

â) Ïóñòü K � ïîëå, G ≤ K× è |G| < ∞; äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ.

Âûâåäèòå èç ýòîãî ôàêòà ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ëþáîìó ïðîñòîìó ìîäóëþ.
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22. à) Äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò: ∀ f ∈ R[x], r ∈ R
(
f(r) = 0 ⇔

⇔ (ìíîãî÷ëåí x− r äåëèò ìíîãî÷ëåí f)
)
(äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è â ñëó÷àå ïîëÿ: íóæíî ïîäå-

ëèòü f íà x− r ñ îñòàòêîì). Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå ïóíêòà à, èñïîëüçóÿ äàííûé ôàêò (èç äîêàçàòåëü-

ñòâà äîëæíî áûòü âèäíî, ãäå èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ êîðíè ìíîãî÷ëåíà f â ïîëå).

á) Ïðèìåð, êîòîðûé íóæíî ïîñòðîèòü â ïóíêòå á, ïîêàçûâàåò, ÷òî íàä êîëüöàìè óòâåðæäåíèå ïóíêòà à

ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî äàëåêî îò èñòèíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü íóæíûé ïðèìåð, âñïîìíèòå èçó-

÷åííûå â âîïðîñå 6 êóðñà êîíñòðóêöèè, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü ê êîëüöàì.

â) Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ÷èñëî lcm({ord(g) | g ∈ G}) è ÷åðåç f ìíîãî÷ëåí xm − 1. Ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî
G ⊆ {c ∈ K | f(c) = 0}; çàòåì èñïîëüçóéòå ïóíêò à çàäà÷è 22 è ïóíêò â çàäà÷è 21.
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(2) 23. à) Âûïèøèòå ÿâíî èçîìîðôèçì êîëåö, äåéñòâóþùèé èç êîëüöà Z/3× Z/5× Z/11 â êîëüöî Z/165 è ÿâ-

ëÿþùèéñÿ îáðàòíûì ê èçîìîðôèçìó, ðàññìàòðèâàåìîìó â êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ.

á) Ðåøèòå óðàâíåíèå a82 = 1 â êîëüöå Z/165.

(3) 26. Ïóñòü n ∈ N \ {1}; îáîçíà÷èì ÷åðåç p ÷èñëî min{p ∈ P | p | n}.
à) Ïóñòü òàêæå a ∈ Z è an ≡ 1 (mod n); äîêàæèòå, ÷òî a ≡ 1 (mod p).

á) Äîêàæèòå, ÷òî 2n 6≡ 1 (mod n), à òàêæå ÷òî, åñëè 3n ≡ 1 (mod n), òî 2 | n.

(3) 27. Ïóñòü p ∈ P; îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðóïïó (F+
p )2 (òî åñòü F+

p × F+
p ); áóäåì íàçûâàòü ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùè-

ìè ÷åðåç 0, â ïëîñêîñòè íàä ïîëåì Fp ïîäãðóïïû ãðóïïû G, îòëè÷íûå îò {(0, 0)} è G.

Îïèøèòå ÿâíî âñå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç 0, â ïëîñêîñòè íàä ïîëåì Fp è íàéäèòå èõ êîëè÷åñòâî.

(5) 33. à) Ïóñòü G � ãðóïïà, g ∈ G è m ∈ N0; äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• ord(g) = m; • gm = 1 ∧ ∀ p ∈ P (p |m ⇒ g
m
p 6= 1).

á) Ïóñòü n ∈ N; äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• n ∈ P; • ∃ d ∈ Z/n
(
dn−1 = 1 ∧ ∀ p ∈ P (p | (n− 1) ⇒ d

n−1
p 6= 1)

)
.

Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà n íàéòè êàêîå-ëèáî ÷èñëî d, îáëà-

äàþùåå ïî ìîäóëþ n ñâîéñòâàìè dn−1 = 1 è ∀ p ∈ P (p | (n− 1) ⇒ d
n−1

p 6= 1), çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
îò äëèíû äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n?

â) Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà n èç ìíîæåñòâà {15791, 1579, 263, 131, 13} íàéäèòå ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæå-
ñòâà {d ∈ {0, . . . , n− 1} | dn−1 = 1 ∧ ∀ p ∈ P (p | (n− 1) ⇒ d

n−1
p 6= 1) â êîëüöå Z/n}.

Êîììåíòàðèé ê ïóíêòó â: äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òðåáóåìûå â ïóíêòå â ÷èñëà, èñïîëüçóéòå êîìïüþòåð;

äîêàçûâàòü íè÷åãî íå íàäî; ïóíêò â çàñ÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ñòóäåíòàì, ðåøèâøèì ïóíêòû à è á.
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23. Èñïîëüçóéòå êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ, ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà è òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáûõ p ∈ P
è k ∈ Z âûïîëíåíî |{a ∈ F×p | ak = 1}| = gcd(k, p− 1). Ïðèìåð ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è áûë èçó÷åí

íà çàíÿòèÿõ; ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïåðåáîðîì ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà, íå ïðèíèìàþòñÿ.

26. à) Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî an ≡ 1 (mod n), è ëåììó î ïîðÿäêå ýëåìåíòà, íàéäèòå ord(a) â ãðóïïå F×p .
á) Èñïîëüçóéòå ïóíêò à.

27. Ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. Çàòåì äî-

êàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé, êðîìå ðîâíî îäíîé, ïðÿìîé H, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 0, â ïëîñêîñòè íàä ïîëåì Fp

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òàêîé ýëåìåíò c ïîëÿ Fp, ÷òî H = {(x, cx) | x ∈ Fp}.
Ïðåäóïðåæäåíèå äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ ëèíåéíîé àëãåáðîé íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè: çàäà÷ó íóæíî

ðåøàòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî ìàòåðèàë êóðñà (òî åñòü ýëåìåíòàðíûå çíàíèÿ î ãðóïïàõ è ïîëÿõ).

33. à) Èñïîëüçóéòå ýëåìåíòàðíûå çíàíèÿ î ïîðÿäêå ýëåìåíòà ãðóïïû.

á) Èñïîëüçóéòå ïóíêò à è òåîðåìó î ãðóïïàõ îáðàòèìûõ îñòàòêîâ (òî÷íåå, ïóíêò â çàäà÷è 22). Ïðè îò-

âåòå íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà èñïîëüçóéòå èíôîðìàöèþ, î êîòîðîé øëà ðå÷ü íà çàíÿòèÿõ.

â) Èùèòå òðåáóåìûå ÷èñëà ïåðåáîðîì ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.
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