
Çàäà÷è ïî àëãåáðàè÷åñêèì ñòðóêòóðàì (SE). 1

Â ðåøåíèè çàäà÷ 3 è 4 íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ∀n ∈ N, a ∈ Z/n (a ∈ (Z/n)× ⇔ gcd(a, n) = 1) (ýòîò
ôàêò ñëåäóåò èç çàäà÷è 8).

(2) 1. Îïèøèòå ÿâíî ðàçáèåíèÿ C×/R>0 è C×/T ãðóïïû C× è ðàçáèåíèå R+/Z+ ãðóïïû R+.

(2) 2. à) Âûïèøèòå â öèêëîâîé çàïèñè âñå ïåðåñòàíîâêè èç ãðóïïû S3. Âûïèøèòå â öèêëîâîé çàïèñè âñå ïå-

ðåñòàíîâêè èç ìíîæåñòâà {u ∈ S5 | κ(u) = 2 ∧ u(1) = 2} (äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ 11 ïåðåñòàíîâîê).

á) Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïîäãðóïïó {id2, (1 2)} ãðóïïû S3. Ïåðå÷èñëèòå âñå ýëåìåíòû ðàçáèåíèé S3/H è

H\S3 ãðóïïû S3 (äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ ðàçëè÷íûå ðàçáèåíèÿ).

(2) 3. Ïðîâåðüòå ÿâíî, ÷òî ãðóïïû (Z/9)×, (Z/10)×, (Z/17)× öèêëè÷åñêèå. Âû÷èñëèòå ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ

ãðóïï (Z/9)× è (Z/10)×. Íàéäèòå âñå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëÿì 9 è 10.

(2) 4. Ïåðå÷èñëèòå âñå ýëåìåíòû ãðóïï (Z/8)×, (Z/12)×, (Z/16)×. Äîêàæèòå, ÷òî (Z/8)× ∼= (Z/12)× ∼= D2 (çíà-

÷èò, ãðóïïû (Z/8)× è (Z/12)× íåöèêëè÷åñêèå). Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà (Z/16)× íåöèêëè÷åñêàÿ.

(3) 5. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k ∈ Z è ëþáîé ãðóïïû G îáîçíà÷èì ÷åðåç powk,G îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç G â

G ïî ïðàâèëó g 7→ gk äëÿ ëþáûõ g ∈ G.

à) Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà; äîêàæèòå, ÷òî ∀ k ∈ Z (powk,G ∈ End(G)) è pow−1,G ∈ Aut(G).

á) Ïóñòü G � ãðóïïà, è pow2,G ∈ End(G) èëè pow−1,G ∈ Aut(G); äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà G àáåëåâà.

(3) 6. Äîêàæèòå, ÷òî R+ ∼= R>0. Äîêàæèòå, ÷òî Q+ � Q>0 è C× � R×.

(3) 7. à) Ïóñòü n ∈ N è a ∈ (Z/n)+; âûðàçèòå ord(a) â ãðóïïå (Z/n)+ â òåðìèíàõ ÷èñåë a è n.

á) Ïóñòü n ∈ N0 è u ∈ Sn; âûðàçèòå ord(u) â ãðóïïå Sn â òåðìèíàõ äëèí öèêëîâ ïåðåñòàíîâêè u.

(4) 8. Äîêàæèòå ëåììó îá îáðàòèìûõ îñòàòêàõ.

Ïóñòü n ∈ N è a ∈ Z/n; òîãäà a ∈ (Z/n)× ⇔ gcd(a, n) = 1 ⇔ 〈a〉 = (Z/n)+.

(Ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî a ∈ (Z/n)× ⇔ 〈a〉 = (Z/n)+; çàòåì, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïóíêòà à çàäà÷è 7, äî-

êàæèòå, ÷òî gcd(a, n) = 1 ⇔ 〈a〉 = (Z/n)+.)

(4) 9. à) Ïóñòü G � ãðóïïà, |G| < ∞ è g ∈ G; äîêàæèòå, ÷òî g|G| = 1 è ∀ k ∈ Z (gk = 1 ⇔ ggcd(k,|G|) = 1).

á) Ïðèìåíÿÿ ëåììó îá îáðàòèìûõ îñòàòêàõ ê ãðóïïå (Z/p)×, ãäå p ∈ P, äîêàæèòå ìàëóþ òåîðåìó Ôåð-

ìà: ∀ p ∈ P, a ∈ Z
(
p - a ⇒ ap−1 ≡ 1 (mod p)

)
.

(4) 10. à) Ïóñòü G � ãðóïïà; ýëåìåíòû x è y ãðóïïû G íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè ∃ g ∈ G (gxg−1 = y).
Äîêàæèòå, ÷òî ñîïðÿæåííîñòü � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

á) Ïóñòü G � ãðóïïà è H ≤ G; äîêàæèòå, ÷òî

∀ g ∈ G (gHg−1 ⊆ H) ⇔ ∀ g ∈ G (gH = Hg) ⇔ G/H = H\G.

â) Ïóñòü G � ãðóïïà, H ≤ G è |G : H| = 2; äîêàæèòå, ÷òî G/H = H\G.
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