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1 Êó÷à Ôèáîíà÷÷è

Îïðåäåëåíèÿ:
Ôèáîíà÷÷èåâî äåðåâî � áèíîìèàëüíîå äåðåâî, äëÿ êàæäîé âåðøèíû

êîòîðîé óäàëèëè íå áîëåå îäíîãî ñûíà.
Ðàíã ôèáîíà÷÷èåâà äåðåâà � ðàíã áèíîìèàëüíîãî äåðåâà, èç êîòîðîãî

åãî ïîëó÷èëè.
Ðàíã âåðøèíû ôèáîíà÷÷èåâà äåðåâà � ñòåïåíü âåðøèíû â ïîñëåäíèé

ìîìåíò, êîãäà îíà áûëà êîðíåì â ñâîåì ôèáîíà÷÷èåâîì äåðåâå. Çàìåòèì,
÷òî òàê êàê óäàëÿåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ñûíà, òî ýòîò ðàíã ðàâåí èëè
ñòåïåíè âåðøèíû, èëè ñòåïåíè âåðøèíû, óâåëè÷åííîé íà 1.

Êó÷à Ôèáîíà÷÷è� ýòî äâóñâÿçíûé ñïèñîê ôèáîíà÷÷èåâûõ äåðåâüåâ.

1.1 Ëåììà Sizerank ≥ Frank

Ãäå Sizerank �ðàçìåð ôèáîíà÷÷èåâà äåðåâà ðàíãà rank, Fn � n-îå ÷èñëî
Ôèáîíà÷÷è.
Äîêàæåì ïî èíäóêöèè:

Áàçà: ïðè n = 0, Size0 = 1 > F0 = 0. Ïðè n = 1, Size1 ≥ 1 = F1.
Ïåðåõîä: Sizen ≥ 1 +

∑n−1
i=0 Sizei − Sizen−1 = 1 +

∑n−2
i=0 Sizei. Òîãäà,

ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, Sizen ≥ 1 +
∑n−2

i=0 Fi. Ôàêò èç æèçíè
÷èñåë Ôèáîíà÷÷è: Fn = 1 +

∑n−2
i=0 Fi. (Åãî ïðîñòî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè)

Çíà÷èò, Sizen ≥ Fn, ÷òä.

Ñëåäñòâèå 1: ìàêñèìàëüíûé ðàíã äåðåâà â êó÷å Ôèáîíà÷÷è ðàçìåðà n
ýòî O(log n). Ýòî òàê, ïîòîìó ÷òî Fn ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî îò n. Fn ≈
φn > 1.6n.

Ñëåäñòâèå 2: åñëè â êó÷å Ôèáîíà÷÷è ðàçìåðà n íåò äåðåâüåâ îäèíàêî-
âîãî ðàíãà, òî èõ êîëè÷åñòâî ýòî O(log n).
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1.2 Ïîòåíöèàë

Φi = Rootsi + 2 ·marked_counti, ãäå Φi �ïîòåíöèàë â i-ûé ìîìåíò âðå-
ìåíè, Rootsi �êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ â ñïèñêå, à marked_counti �êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí, ó êîòîðûõ óäàëèëè ñûíà.

1.3 Add, Merge, GetMin, DelMin

1. Add ðåàëèçîâàí ÷åðåç Merge: ñîçäàåì êó÷ó Ôèáîíà÷÷è èç îäíîé âåð-
øèíû è Merge-èì äâå êó÷è. Âðåìÿ ðàáîòû O(1).

2. Merge ðåàëèçîâàí ÷åðåç Merge ñïèñêîâ. Ïðîñòî ñâÿçûâàåì äâà ñïèñêà
è ïåðåñ÷èòûâàåì óêàçàòåëü íà íîâûé ìèíèìóì, êàê óêàçàòåëü íà ìåíü-
øóþ âåðøèíó èç äâóõ áûâøèõ ìèíèìóìîâ. Ðåàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû O(1).
Àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿ ðàáîòû òîæå O(1), ïîòîìó ÷òî ïîòåíöèàë äî
ñëèÿíèÿ ìû ñ÷èòàëè êàê ñóììó ïîòåíöèàëîâ äëÿ ñëèâàåìûõ êó÷, êîòî-
ðàé ïîñëå ñëèÿíèÿ ñòàë ïîòåíöèàëîì òåêóùåé êó÷è.

3. GetMin, êàê è â Pairing Heap, ïîëó÷àåì, õðàíÿ óêàçàòåëü íà äåðå-
âî, êëþ÷ êîðíÿ êîòîðîãî ìèíèìàëåí. Âðåìÿ ðàáîòû O(1).

4. DelMin: íàéäåì ìèíèìàëüíóþ âåðøèíó; óäàëèì å¼, ñêëåèâ ñïèñîê äåðå-
âüåâ êó÷è è ñïèñîê äåòåé-ïîäåðåâüåâ óäàëåííîé âåðøèíû; âûçîâåì ïðî-
öåäóðó îáúåäèíåíèÿ äåðåâüåâ, êîòîðàÿ ïðèìåíèò Merge äëÿ íåêîòîðûõ
äåðåâüåâ òàê, ÷òîáû îñòàëîñü O(log n) äåðåâüåâ â ñïèñêå.

Ïðîöåäóðà îáúåäèíåíèÿ: áóäåì äîáàâëÿòü äåâåðüÿ â îòâåò ïî îäíîìó
çà ðàç. Çàðàíèå ñîçäàäèì ìàññèâ res[i]� óêàçàòåëü íà äåðåâî â ðåçóëü-
òèðóþùåé êó÷è ðàíãà i. Ïðè äîáàâëåíèè î÷åðåäíîãî äåðåâà ðàíãà i, åñëè
äåðåâî òàêîãî æå ðàíãà óæå åñòü â îòâåòå, òî åñòü res[i] 6= NULL, òî
Merge-èì äåðåâî èç res[i] è äîáàâëÿåìîå äåðåâî, è ïåðåõîäèì ê åãî äî-
áàâëåíèþ. Åñëè æå res[i] = NULL, òî ïðîñòî êëàäåì óêàçàòåëü íà êîðåíü
ýòîãî äåðåâà â res. Ïðîöåññ íàïîìèíàåò ïåðåíîñû â ñëîæåíèè ÷èñëà ñî
ñòåïåíüþ äâîéêè â äâîè÷íîì âèäå. Â êîíöå, ïðåâðàùàåì ìàññèâ res â
äâóñâÿçíûé ñïèñîê.

Ðåàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû: ti ≤ Roots + Degv − 1. Degv = O(log n), ∆Φ =
−Roots+O(log n). Çíà÷èò, àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿ ðàáîòû ýòî Roots+
O(log n)−Roots+O(log n) = O(log n).
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1.4 DecreaseKey

Áóäåì õðàíèòü marked[v]� áûë ëè óäàëåí ñûí âåðøèíû v.

Ïóñòü ó âåðøèíû v óìåíüøèëè çíà÷åíèå êëþ÷à. Òîãäà, åñëè ó îòöà v
òåïåðü ñòàë áîëüøèé êëþ÷, ÷åì ó v, òî îòðóáèì ñåáÿ îò îòöà è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðèïèøåì ñåáÿ â ñïèñîê äåðåâüåâ, ïðèñâàåâàÿ marked[v] ← 0.
Åñëè ó îòöà åù¼ íå áûëî îòðóáëèíûõ ñûíîâåé, òî marked[parent[v]]← 1,
èíà÷å îòðóáàåì è åãî. È òàê äàëåå, ïîêà ìû íå äîéäåì äî marked = 0
èëè äî êîðíÿ.

Àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿ ðàáîòû: t∗i = ti + ∆Φ. Çàìåòèì, ÷òî çà êàæäîå
äåéñòâèå â ti ìû óâåëè÷èâàëè Roots íà 1 è óìåíüøàëè marked_count
íà 1. Íî, marked_count óìíîæàåòñÿ íà 2 â Φ, òàê ÷òî ñóììàðíîå ∆Φ =
ti − 2 · ti = −ti, çíà÷èò t∗i = O(1).

2 Äèíàìèêà

Coming soon...?
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