
Çàäà÷è ïî àëãåáðàè÷åñêèì ñòðóêòóðàì (SE). 3

Çàäà÷è 5′ è 6′ ïðåäíàçíà÷àþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèì ñòóäåíòàì: À. Êðàìàð, Ô. Ìóðàòîâ, Ä. Ïàâëþ÷åí-
êî, Þ. Ôåòöåð è Ñ. Öåëîâàëüíèêîâ.

(2) 5′. Ïóñòü G � ãðóïïà è |G| ∈ 2N; äîêàæèòå, ÷òî ∃ g ∈ G (ord(g) = 2).

(2) 6′. Ïóñòü G � ãðóïïà è |G| ∈ (2N− 1).

Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç G â G ïî ïðàâèëó g 7→ g2 äëÿ ëþáûõ g ∈ G, ÿâëÿåòñÿ áè-
åêöèåé (èñïîëüçóéòå ëåììó î ïîðÿäêå ýëåìåíòà è ïðèíöèï Äèðèõëå).

• Â ñâÿçè ñ òåñòàìè íà ïðîñòîòó áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
? ïóñòü n ∈ N \ {1}; òîãäà FT(n) = {a ∈ Z/n | an−1 = 1};
? ïóñòü n ∈ (2N + 1); òîãäà ET(n) = {a ∈ Z/n | a

n−1
2 ∈ {1,−1}};

? ïóñòü n ∈ (2N + 1) (ìîæíî ðàññìàòðèâàòü n ∈ N \ {1}); ïðåäñòàâèì ÷èñëî n− 1 â âèäå 2ψj, ãäå ψ ∈ N
è j ∈ (2N + 1); òîãäà MRT(n) = {a ∈ Z/n | aj = 1 ∨ ∃χ ∈ {0, . . . , ψ − 1} (a2χj = −1)}.

• Òåñòèðîâàíèå ÷èñëà n íà ïðîñòîòó çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå ïðèíàäëåæíîñòè âûáðàííîãî ñëó÷àéíî
íåíóëåâîãî îñòàòêà a ïî ìîäóëþ n ìíîæåñòâó FT(n) (òåñò Ôåðìà), èëè ìíîæåñòâó ET(n) (òåñò Ýéëåðà),
èëè ìíîæåñòâó MRT(n) (òåñò Ìèëëåðà�Ðàáèíà). Åñëè îñòàòîê a íå ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíî-
æåñòâó, òî ÷èñëî n çàâåäîìî íåïðîñòîå; åñëè æå ïðèíàäëåæèò, òî ÷èñëî n, âîçìîæíî, ïðîñòîå.

Çàäà÷è

(2) 25. Ïóñòü n ∈ N, Y � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, f ∈ Map({1, . . . , n}, Y ), à òàêæå i ∈ {1, . . . , n− 1}
è f(i) 6= f(i+ 1); äîêàæèòå, ÷òî

inv(fσi) =

{
σi × σi(inv(f) \ {(i, i+ 1)}), åñëè (i, i+ 1) ∈ inv(f);
σi × σi(inv(f)) ∪ {(i, i+ 1)}, åñëè (i, i+ 1) /∈ inv(f).

(3) 28. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî 1649. à) Äîêàæèòå, ÷òî |FT(n)|
φ(n) = 1

6 è |ET(n)|
φ(n) = 1

12 (èñïîëüçóéòå òî, ÷òî

n = 17 · 97 è n − 1 = 24 · 103, à òàêæå óñòíûå âû÷èñëåíèÿ). á) Äîêàæèòå, ÷òî 8 ∈ FT(n) \ ET(n)
(èñïîëüçóéòå òî, ÷òî 17 | (88 − 1) è 97 | (88 + 1), à òàêæå óñòíûå âû÷èñëåíèÿ).

Ïóíêò à çàäà÷è 28 ìîãóò ñäàâàòü âñå ñòóäåíòû, êðîìå À. Êðàìàð; ïóíêò á çàäà÷è 28 ìîãóò ñäàâàòü âñå
ñòóäåíòû, êðîìå Ä. Ïàâëþ÷åíêî è Ò. Áîíäàðåâà.

(3) 29. à) Ïóñòü s ∈ N \ {1}, i1, i2, . . . , is ∈ N è i1 < i2 < . . . < is.

Îïèøèòå ÿâíî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà inv((i1 i2 . . . is)) è íàéäèòå åãî ïîðÿäîê.

á) Ïóñòü i, j ∈ N è i < j; çàïèøèòå ïåðåñòàíîâêó (i j) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ òðàíñïî-
çèöèé â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì 2(j − i)− 1.

(4) 30. Ïóñòü n ∈ N; äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:
• ∀ p ∈ P (p2 - n); • ∀ k, l ∈ N

(
k ≡ l (mod φ(n)) ⇒ ∀ a ∈ Z/n (ak = al)

)
.

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

25. Óêàçàíèå ê ýòîé çàäà÷å áûëî äàíî íà ëåêöèè î ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïïàõ (íàïîìèíàíèå ñìûñëà îáîçíà-
÷åíèÿ �σi × σi�: σi × σi(j, k) = (σi(j), σi(k)) äëÿ ëþáûõ (j, k) ∈ {1, . . . , n}2). Â ðåøåíèè äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé (êîãäà (i, i+ 1) ∈ inv(f)).

28. à) Èñïîëüçóéòå êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ è êîììåíòàðèé ê çàäà÷å 20.

á) Íà ëåêöèè îá ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë áûëè ðàçîáðàíû ïðèìåðû àíàëîãè÷íûõ âû÷èñëåíèé (2340

â êîëüöå Z/341 è 21638 â êîëüöå Z/3277).

29. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîíèìàòü, ÷òî òàêîå èíâåðñèè. Â ïóíêòå á íóæíî èñïîëüçîâàòü
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðàçëîæåíèè ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ òðàíñïîçèöèé.

30. Èñïîëüçóéòå ýëåìåíòàðíûå çíàíèÿ èç òåîðèè ÷èñåë.
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