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Êîëè÷åñòâî áàëëîâ íà çà÷åò: 7

1. (1.5 áàëëà) Íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê è ìèíèìàëüíûé ðàçðåç ìåæäó âåðøèíàìè 1 è 8 â ãðàôå, èçîá-
ðàæåííîì íà ðèñ.1.

2. (1 áàëë) Ðàññìîòðèì ñåòü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.2. Âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ðåáðà (x4, x3) ðàâ-
íà r = (

√
5 − 1)/2 è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ âèäà r2 = 1 − r. Áóäåì èñêàòü ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â

ýòîé ñåòè àëãîðèòìîì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî óâåëè÷èâàþùåãî ïîòîê ïóòè âîçüì¼ì ïóòü
(s, x2, x3, t). Çàòåì áóäåì óâåëè÷èâàòü ïîòîê âäîëü ïóòåé â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: p1, p2, p1, p3, p1, p2, p1, p3, . . . ,
ãäå p1 = (s, x4, x3, x2, x1, t), p2 = (s, x2, x3, x4, t), p3 = (s, x1, x2, x3, t). Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè êî-
ëè÷åñòâà n èòåðàöèé ê áåñêîíå÷íîñòè âåëè÷èíà ïîòîêà íå áóäåò ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå ìàêñèìàëüíîãî
ïîòîêà â ýòîé ñåòè.

3. (1.5 áàëëà) Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ó÷åíîãî ñîâåòà óíèâåðñèòåòà íåîáõîäèìî âûáðàòü îäíîãî ïðåïîäàâàòåëÿ
îò êàæäîé èç k óíèâåðñèòåòñêèõ êàôåäð, k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà òðè. Îäèí è òîò æå
ïðåïîäàâàòåëü ìîæåò áûòü ïðèïèñàí ê îäíîé èëè íåñêîëüêèõ êàôåäð, íî ìîæåò áûòü âûáðàí â ó÷åíûé
ñîâåò òîëüêî îò îäíîé èç íèõ. Íà êàôåäðå ðàáîòàþò ïðîôåññîðà, äîöåíòû è àññèñòåíòû. Â ó÷åíûé
ñîâåò äîëæíî âõîäèòü îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïðåïîäàâàòåëåé îò êàæäîé èç ýòèõ òðåõ ãðóïï. Îïèñàòü
àëãîðèòì âûáîðà ïðåïîäàâàòåëåé â ó÷åíûé ñîâåò.

4. (1.5 áàëëà) Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ìàò÷åé â ñïîðòèâíîì òóðíèðå êîìàíäà X íàáðàëà
èçâåñòíîå íàì êîëè÷åñòâî ïîáåä. Åñëè êîìàíäà âûèãðàåò âñå îñòàâøèåñÿ ìàò÷è, â êîòîðûõ îíà ó÷àñòâóåò,
òî îíà íàáåð¼ò W ïîáåä. Ìîãóò ëè îñòàëüíûå ìàò÷è çàâåðøèòüñÿ òàê, ÷òîáû X ñòàëà ïîáåäèòåëåì â
òóðíèðå? Äëÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ìû ñîçäàäèì ñëåäóþùåãî âèäà ñåòü:

(a) Ïóñòü X1, . . . , Xn � âñå êîìàíäû êðîìå êîìàíäû X. Äîáàâèì âî ìíîæåñòâî âåðøèí ñåòè âåðøèíû
x1, . . . , xn, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîìàíäàì.

(b) Äîáàâèì òàêæå â ñåòü
(
n
2

)
âåðøèí ñ ïîìåòêàìè yi,j � ïî âåðøèíå äëÿ êàæäîé íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðû

ðàçëè÷íûõ êîìàíä {Xi, Xj}. Â âåðøèíó yi,j íàïðàâèì ðåáðà áåñêîíå÷íîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè
èç âåðøèí xi è xj .

(c) Äîáàâèì â ñåòü èñòîê s è ñòîê t.

(d) Èç èñòîêà â êàæäóþ èç âåðøèí xi áóäåò èäòè ðåáðî ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè W − wi, ãäå wi �
êîëè÷åñòâî âûèãðàííûõ êîìàíäîé Xi ìàò÷åé. Èç êàæäîé âåðøèíû yi,j â ñòîê íàïðàâèì ðåáðî ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ai,j , ðàâíîé êîëè÷åñòâó ìàò÷åé, â êîòîðûõ êîìàíäà Xi âñòðåòèòñÿ ñ êîìàíäîé
Xj .

Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ýòîé ñåòè ðàâåí âåëè÷èíå
∑

i,j ai,j òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êîìàíäû ìîãóò ñûãðàòü òàê, ÷òîáû íè îäíà èç íèõ íå âûèãðàëà áîëüøå W ìàò÷åé.

5. (2 áàëëà) Ðàññìîòðèì äâà íàáîðà p := (p1, p2, . . . , pm) è q := (q1, q2, . . . , qn) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë. Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà (p,q) ðåàëèçóåìà â âèäå ïðîñòîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà G, åñëè ñóùåñòâóåò
ïðîñòîé äâóäîëüíûé ãðàô G ñ äîëÿìè X = {x1, x2, . . . , xm} è Y = {y1, y2, . . . , yn}, òàêîé, ÷òî deg(xi) = pi
è deg(yj) = qj äëÿ âñåõ i ∈ [1,m] è j ∈ [1, n].

(a) Ñâåñòè çàäà÷ó ïðîâåðêè çàäàííîé ïàðû (p,q) íà ðåàëèçóåìîñòü â âèäå ïðîñòîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà
G ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè.

(b) Äîêàçàòü, ÷òî ïàðà (p,q) ðåàëèçóåìà â âèäå ïðîñòîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

m∑
i=1

pi =

n∑
j=1

qj è

m∑
i=1

min{pi, k} ≥
k∑

j=1

qj , 1 ≤ k ≤ n

ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà qj óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ: q1 ≥ q2 ≥ . . . ≥ qn.
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Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

6. (2 áàëëà) Äîêàçàòü âåðøèííóþ òåîðåìó Ìåíãåðà äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.

7. (2 áàëëà) Äîêàçàòü âåðøèííóþ òåîðåìó Ìåíãåðà äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.
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