
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé â îáëàñòè D, åñëè îíà íå èìååò â ýòîé îáëàñòè
îñîáûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò ïîëþñîâ (ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè z = a òàêîé ÷òî f ðåãóëÿðíà
â êîëüöå 0 < |z − a| < ρ, íî íå îïðåäåëåíà â z = a ïðåäåë limz→a f(z) ñóùåñòâóåò è
áåñêîíå÷åí).

Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ îäíîëèñòíîé íà ìíîæåñòâå E, åñëè îíà ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ â ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ E.

Êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì îáëàñòè D ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ò.å. ñ
äîáàâëåííîé ∞) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñîâåðøàåìîå ôóíêöèåé, ìåðîìîðôíîé è îäíî-
ëèñòíîé â îáëàñòè D.

Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò óãëû.
Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. w = az + b, a, b ∈ C. Êîíôîðìíî âî âñåé ïëîñêîñòè. |a|

îòâå÷àåò çà ðàñòÿæåíèå, arg a çà ïîâîðîò, b çà ïåðåíîñ.
1. Íàéäèòå îáðàç îñè ïðè îòîáðàæåíèè w = 2iz − 3i.
2. Íàéäèòå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå |z − i| = 1 â |w − 3| = 2.
Äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. w(z) = az+b

cz+d
, ad−bc 6= 0, ãäå a, b, c, d ∈ C. Ñâîéñòâî

ä-ë îòîáðàæåíèé: êîìôîðìíîñòü, ãðóïïîâîå ñâîéñòâî, ïðÿìûå è îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â
ïðÿìûå (åñëè èñõîäíûé îáúåêò ñîäåðæàë òî÷êó −d

c
) è îêðóæíîñòè.

1. Íàéäèòå îáðàçû ñëåäóþùèõ ëèíèé ïðè îòîáðàæåíèè w = 1
z
: îñü Oy, ïðÿìàÿ y = x,

ïðÿìàÿ y = 2, îêðóæíîñòü (x− 1)2 + y2 = 1.

2. Íàéäèòå îáðàçû ñëåäóþùèõ ëèíèé ïðè îòîáðàæåíèè w = z+i
z−2i : ïðÿìàÿ y = x, ïðÿìàÿ

y = x+ 2, îêðóæíîñòü x2 + (y − 4)2 = 1, îêðóæíîñòü x2 + (y − 1)2 = 1.

3. Íàéäèòå îáðàç îáëàñòè D = C \ {z : |z − 1| ≤ 1, |z − i| ≤ 1} ïðè îòîáðàæåíèè w = 1
z
.

4. Íàéäèòå îáðàç ïîëóïëîñêîñòè Re z < 1 ïðè îòîáðàæåíèè w1 = (1 + i)z + 1, w2 =
z

z−2 .

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. ez = ex(cos y+ i sin y), z = x+ iy. Íåïðåðûâíà è ïåðè-
îäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2πi.

1. Êàêîâû óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè ýêñïîíåíòû íà ìíîæåñòâå G?
Êàêîâû îáðàçû
2. Ïîëîñû G = {z| − π < Im z < π}?
3. Ïîëîñû G = {z|0 < Im z < π}?
4. Ïîëóïîëîñû G = {z|Re z < 0, 0 < Im z < π}?
5. Ïîëóïîëîñû G = {z|Re z > 0, 0 < Im z < π}?
Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ. w = zn, n ∈ N. Íàïîìèíàíèå: ôîðìóëà Ìóàâðà zn = |z|n(cosnϕ+

i sinnϕ). Â êîìïëåêòå ñ ôîðìóëîé Ýéëåðà ïîëó÷èì z = |z|eiϕ, zn = |z|neinϕ.
1. Êàêîâû óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè ñòåïåííîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå G?
2. Íàéäèòå îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè w = z2 îáëàñòåé D1 = {z||z| > 0, 0 < arg z < π/6},

D2 = {z| Im z > 0}, D3 = {z||z| < 1, Im z > 0}, D4 = {z| Im z > 1}.
3. Íàéäèòå îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè w = z4 îáëàñòè D = {z||z| = 2, π/8 < arg z < π/4}.
Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî. w = 1

2

(
z + 1

z

)
îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëà-

ñòè D ⊂ C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè ±1 íå ïðèíàäëåæàò D è äëÿ ëþáîé òî÷êè
z ∈ D òî÷êà 1

z
/∈ D.

1. Ïðèìåðû òàêèõ îáëàñòåé?
Ïðåäñòàâèì ÔÆ â ïîëÿðíîé ôîðìå w = 1
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reiϕ + 1

r
e−iϕ

)
= u+ iv, ãäå{

u = 1
2

(
r + 1

r

)
cosϕ,

v = 1
2

(
r − 1

r

)
sinϕ.

Íàéäèòå îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî îáëàñòåé:



1. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñîì ìåíüøå (áîëüøå) åäèíèöû.
* À êóäà ïåðåâîäÿòñÿ êðóãè?
2. Ëó÷ λϕ0 = {z|z = teiϕ0 , 0 < t <∞}, ϕ0 ∈ [0; 2π).
3. Êðóã |z| < 1.
4. Âíåøíîñòü êðóãà |z| > 1.
5. Âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü.
6. Îáëàñòü D = {z| Im z > 0, |z| > 1}.
7. Ïîëóêðóã D = {z| Im z < 0, |z| < 1}.
8. Óãëîâûå îáëàñòè

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êîìïîçè-
öèåé óæå óêàçàííûõ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèåì îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè w = sin z â îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ
îòñóòñòâèå â íåé òî÷åê z1 è z2, òàêèõ ÷òî z1 = z2 + 2πk, ëèáî z1 + z2 = π + 2πk.

2. Âî ÷òî îòîáðàæàåò ñèíóñ ïîëóïîëîñó Re z ∈ (−π/2;π/2), Im z > 0?
3. Êîìïîçèöèåé êàêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ òàíãåíñ? Êóäà îí ïåðåâîäèò ïîëîñó Re z ∈

(−π/4;π/4)?
Ïîèñê îòîáðàæåíèé.

1. Êàêîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò îáëàñòü D, ÿâëÿþ-
ùóþñÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòüþ {z : Im z > 0} ñ ðàçðåçîì ïî îò-
ðåçêó [0, ih], ãäå h > 0, â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ({z : Im z > 0})?

2. Êàêîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò îáëàñòü D, ÿâëÿþ-
ùóþñÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòüþ {z : Im z > 0} ñ ðàçðåçîì ïî äóãå
îêðóæíîñòè {z : |z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ α}, ãäå 0 < α < π â âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü?

3. Êàêîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò îáëàñòü D = {z :
Re z > 0, |z − 1| > 1} \ [2, 3] â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü?


