
Домашнее задание

19 февраля 2015 г.

Оператор примитивной рекурсии 𝑟𝑒𝑐 удовлетворяет следующим равен-
ствам:

∙ 𝑟𝑒𝑐 𝑧 𝑠 0 →𝛽 𝑧

∙ 𝑟𝑒𝑐 𝑧 𝑠 𝑛+ 1 →𝛽 𝑠 𝑛 (𝑟𝑒𝑐 𝑧 𝑠 𝑛)

Реализация:

𝑟𝑒𝑐 = 𝜆𝑧𝑠𝑛. 𝑛 (𝜆𝑝. 𝑝𝑎𝑖𝑟 (𝑠𝑢𝑐 (𝑓𝑠𝑡 𝑝)) (𝑠 (𝑓𝑠𝑡 𝑝) (𝑠𝑛𝑑 𝑝))) (𝑝𝑎𝑖𝑟 0 𝑧)

Примеры использования:

∙ 𝑝𝑟𝑒𝑑 = 𝑟𝑒𝑐 (𝜆𝑖𝑟.𝑖) 0

∙ 𝑓𝑎𝑐 = 𝑟𝑒𝑐 (𝜆𝑖𝑟. 𝑚𝑢𝑙 (𝑠𝑢𝑐 𝑖) 𝑟) 1

Пример решения рекурсивного уравнения:
Найти 𝐹 такой, что ∀𝑀 : 𝐹 𝑀 =𝛽 𝑀 𝐹
Решение: 𝐹 =𝛽 𝜆𝑥. 𝑥 𝐹 =𝛽 (𝜆𝑓𝑥.𝑥𝑓) 𝐹 , ответ: 𝐹 = 𝑌 (𝜆𝑓𝑥.𝑥𝑓).

Задания:

1. Решить уравнения, используя комбинатор неподвижной точки

(a) Найти 𝐹 такой, что ∀𝑀 : 𝐹 𝑀 =𝛽 𝐹 . (0.5 балла)

(b) Найти 𝐹 такой, что ∀𝑀,𝑁 : 𝐹 𝑀 𝑁 =𝛽 𝑁 𝐹 (𝑁 𝑀 𝐹 ). (0.5
балла)

(c) Найти 𝐹 такой, что 𝐹 𝐼 𝐾 𝑆 =𝛽 𝐹 𝐾. (0.5 балла)

(d) Найти 𝐹 такой, что 𝐹 𝐼 =𝛽 𝐹 𝐹 и 𝐹 𝐾 =𝛽 𝐹 (𝐹 𝐹 ). (1 балл)

2. Докажите, используя теорему Чёрча-Россера, следующие факты:

(a) Не существует 𝐹 , удовлетворяющего ∀𝑀 : 𝐹 𝑀 =𝛽 𝐹 𝑀 𝑀 и
𝐹 𝑀 =𝛽 𝑀 𝑀 𝐹 .

(b) Не существует терма 𝐹 такого, что ∀𝑀,𝑁 : 𝐹 (𝑀𝑁) = 𝑀 .

(3 балла)
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3. Реализовать при помощи оператора примитивной рекурсии 𝑟𝑒𝑐 функ-
цию 𝑛 ↦→ ((𝑛+ 1) * 𝑛)/2. (1 балл)

4. Реализовать функцию аккермана 𝐴:
𝐴 0 𝑛 = 𝑛+ 1
𝐴 𝑚+ 1 0 = 𝐴 𝑚 1
𝐴 𝑚+ 1 𝑛+ 1 = 𝐴 𝑚 (𝐴 𝑚+ 1 𝑛)

(a) При помощи комбинатора неподвижной точки 𝑌 . (1 балл)

(b) При помощи оператора примитивной рекурсии 𝑟𝑒𝑐. (3 балла)

5. Найти термы 𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠, ℎ𝑒𝑎𝑑, 𝑡𝑎𝑖𝑙, 𝑖𝑠𝑒𝑚𝑝𝑡𝑦, 𝑎𝑝𝑝𝑒𝑛𝑑, удовлетворяющие
следующим уравнениям:

∙ 𝑖𝑠𝑒𝑚𝑝𝑡𝑦 𝑛𝑖𝑙 =𝛽 𝑡𝑟𝑢𝑒

∙ ∀𝑀,𝑁 : 𝑖𝑠𝑒𝑚𝑝𝑡𝑦 (𝑐𝑜𝑛𝑠 𝑀 𝑁) =𝛽 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒

∙ ∀𝑀,𝑁 : ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝑐𝑜𝑛𝑠 𝑀 𝑁) =𝛽 𝑀

∙ ∀𝑀,𝑁 : 𝑡𝑎𝑖𝑙 (𝑐𝑜𝑛𝑠 𝑀 𝑁) =𝛽 𝑁

∙ ∀𝑀 : 𝑎𝑝𝑝𝑒𝑛𝑑 𝑛𝑖𝑙 𝑀 =𝛽 𝑀

∙ ∀𝑀,𝑁,𝐿 : 𝑎𝑝𝑝𝑒𝑛𝑑 (𝑐𝑜𝑛𝑠𝑀𝑁) 𝐿 =𝛽 𝑐𝑜𝑛𝑠 𝑀 (𝑎𝑝𝑝𝑒𝑛𝑑 𝑁 𝐿)

(3 балла)

6. Показать, что ∀𝑀∃𝑁(𝑁 находится в 𝛽-нормальной форме и 𝑁𝐼 →𝛽

𝑀), где 𝐼 = 𝜆𝑥. 𝑥. (2 балла)

7. Реализовать на любом языке следующую программу.
Имена input и output файлов передаются в параметрах коммандной
строки.
Во входном файле на каждой из строчек находится уравнение на тер-
мы вида 𝐹 𝐴 = 𝐴 𝐹 .
В результате нужно выдать термы, удовлетворяющие уравнениям, в
виде 𝐹 = 𝑌 (∖𝑓𝑎. 𝑎 𝑓). (2 балла)
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