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1. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì G�H äâóõ ãðàôîâ G è H íàçûâàåòñÿ
ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå V (G)×V (H). Ïðè ýòîì ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè (x, y)
è (x′, y′) â ãðàôå G�H ïðîâîäÿòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
åñëè x = x′, à âåðøèíû y è y′ ñìåæíû â H, èëè åñëè y = y′, à
âåðøèíû x è x′ ñìåæíû â G. Èíûìè ñëîâàìè, â ãðàôå G�H ëþáàÿ
âåðøèíà x ∈ G çàìåíÿåòñÿ êîïèåé ãðàôà H, è íàîáîðîò, ëþáàÿ
âåðøèíà y ∈ H çàìåíÿåòñÿ íà íåêîòîðóþ êîïèþ ãðàôà G. Òàê,
íàïðèìåð, ãðàô Pn�K2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô �ëåñòíèöà�, ãðàô
K2 � K2 = C4, ãðàô C4 � K2 = Q3, à äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n
ýêçåìïëÿðîâ ãðàôà K2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n-ìåðíûé êóá Qn.

(a) Ñîñ÷èòàòü ðåáåðíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà Cn �K2.

(b) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèçèíãà, äîêàçàòü, ÷òî χ′(G�K2) = ∆(G�
K2).

(c) Ïóñòü G è H ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåòðèâèàëüíûå ïðîñòûå ãðà-
ôû, äëÿ îäíîãî èç êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî χ′(H) =
∆(H). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèçèíãà, äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå χ′(G�H) = ∆(G�H).

2. Äîêàçàòü, ÷òî ðåáåðíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ′(G) ðåãóëÿðíîãî ãðà-
ôà G, èìåþùåãî òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ, ñòðîãî áîëüøå ∆(G).

3. Äîêàçàòü, ÷òî ðåáåðíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ′(K2n) ïîëíîãî ãðàôà
K2n ðàâíî 2n−1, ïðåäúÿâèâ êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá îêðàñêè ðåáåð
â 2n− 1 öâåò äëÿ ëþáîãî n > 1.

4. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, ïîêàçàòü, ÷òî ðå-
áåðíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ′(K2n−1) ïîëíîãî ãðàôà K2n−1 òàêæå
ðàâíî 2n− 1.
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5. Äîêàæèòå, ÷òî

t(G) ≥
(
n

3

)
+

2m2

n
−m(n− 1),

ãäå t(G) � ýòî êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â G ïëþñ êîëè÷åñòâî òðå-
óãîëèíèêîâ â Ḡ

6. Äîêàçàòü, ÷òî õðîìàòè÷åñêèé ïîëèíîì ïðîñòîãî öèêëà Cn äëèíû n
ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

PCn(z) = (−1)n(z − 1) + (z − 1)n.

7. Ïîäñ÷èòàòü õðîìàòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ ãðàôà Wn �êîëåñî�.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé èíòåðâàëüíûé ãðàô G ÿâëÿåòñÿ õîðäàëüíûì
ãðàôîì.

9. Ïîäñ÷èòàòü õðîìàòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ ãðàôà Gn, ïîñòðîåííîãî
íà 2n âåðøèíàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Åñòü âåðøèíû xi, yi äëÿ ëþ-
áîãî i îò 1 äî n. Ïîñòðîåíû ñëåäóþùèå ðåáðà xiyi äëÿ ëþáîãî i è
ðåáðà xixi+1, yiyi+1 äëÿ ëþáîãî i < n.

10. Ïóñòü ïîäãðàôû H1 è H2 ãðàôà G = H1 ∪H2 èìåþò åäèíñòâåííóþ
îáùóþ âåðøèíó x, òî åñòü V (G) ∩ V (H) = {x}. Ïîêàçàòü, ÷òî

PG(z) =
PH1(z) · PH2(z)

z
.

Îáîáùèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà ñâÿçíûé ãðàô G, ñîñòîÿùèé èç
m äâóñâÿçíûõ áëîêîâ Bm.

Çàäà÷à êîòîðóþ ìîæíî äîñäàòü â çà÷åò ê ïðîøëîìó çàäàíèþ:

1. Íàïîìíèì, ÷òî ðåáåðíûì ãðàôîì (line graph) L(G) ãðàôà G íà-
çûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíàì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ðåáðà ãðàôà G.
Ïðè ýòîì äâå âåðøèíû e, f ∈ L(G) ðåáåðíîãî ãðàôà ñìåæíû â L(G),
åñëè îíè èìåþò îáùóþ êîíöåâóþ âåðøèíó â ãðàôå G. Äîêàçàòü, ÷òî
ðåáåðíûé ãðàô ëþáîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì.
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