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Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Êîíóñû äèãðàìì

I Ïóñòü J = (V ,E ) � íåêîòîðûé ãðàô, è D � äèãðàììà

ôîðìû J â êàòåãîðèè C.

I Êîíóñ äèàãðàììû D � ýòî îáúåêò A âìåñòå ñ êîëëåêöèåé

ìîðôèçìîâ av : A→ D(v) äëÿ êàæäîé v ∈ V ,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî e ∈ E
ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòèðóåò

A

as(e)
��

at(e)

&&
D(s(e))

D(e)
// D(t(e))



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëîâ

I Ïðåäåë äèãðàììû D � ýòî òàêîé êîíóñ A, ÷òî äëÿ ëþáîãî

êîíóñà B ñóùåñòâóåò óíèêàëüíûé ìîðôèçì f : B → A,
òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîé v ∈ V ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà

êîììóòèðóåò

B

bv
��

f // A

av}}
D(v)

I Ïðåäåë D îáîçíà÷àåòñÿ lim D.

I Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé (êîíå÷íî ïîëíîé), åñëè â

íåé ñóùåñòâóþò âñå ìàëûå (êîíå÷íûå) ïðåäåëû.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Ïðèìåðû ïðåäåëîâ

I Ïðîèçâåäåíèÿ � ýòî ïðåäåëû äèñêðåòíûõ äèàãðàìì.

I Áèíàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ � ýòî ïðåäåëû äèàãðàìì âèäà

• •

I Óðàâíèòåëè � ýòî ïðåäåëû äèàãðàìì âèäà

• // // •

I Òåðìèíàëüíûå îáúåêòû � ýòî ïðåäåëû ïóñòîé äèàãðàììû.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Óíèêàëüíîñòü ïðåäåëîâ

Proposition

Åñëè A è B � ïðåäåëû äèàãðàììû D, òî ñóùåñòâóåò

èçîìîðôèçì f : A ' B , òàêîé ÷òî av = bv ◦ f äëÿ ëþáîé v ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê B � ïðåäåë, òî ñóùåñòâóåò ñòðåëêà f : A→ B ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ. Òàê êàê A � ïðåäåë,

òî ñóùåñòâóåò ñòðåëêà g : B → A. Ïî óíèêàëüíîñòè ìû çíàåì,

÷òî g ◦ f = idA è f ◦ g = idB , òî åñòü f � èçîìîðôèçì.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Ïóëáýêè

I Ïóëáýêè � ýòî ïðåäåëû äèàãðàìì âèäà

•

��
• // •

I Ïóëáýê ìîæíî èçîáðàæàòü êàê êîììóòàòèâíûé êâàäðàò

A×C B

��

// B

��
A // C

I Ïóëáýê èíîãäà íàçûâàþò äåêàðòîâûì êâàäðàòîì.

I Ñòðåëêó A×C B → A íàçûâàþò ïóëáýêîì ñòðåëêè B → C .



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ÷åðåç ïóëáýêè

Proposition

Åñëè 1 � òåðìèíàëüíûé îáúåêò, òî ïóëáýê A×1 B ÿâëÿåòñÿ

äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì A× B .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, êîíóñ äèàãðàììû A B � ýòî òîæå

ñàìîå, ÷òî è êîíóñ äèàãðàììû

B

��
A // 1

Ñëåäîâàòåëüíî ïðåäåëû ýòèõ äèãðàìì òàêæå ñîâïàäàþò.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Ïóëáýêè â Set

Â Set ïóëáýê äèàãðàììû

B

g
��

A
f
// C

ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ

A× B . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ïîëîæèì

A×C B = {(a, b) | f (a) = g(b)}, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî A×C B
ÿâëÿåòñÿ ïóëáýêîì äèãðàììû âûøå.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Ïóëáýêè ÷åðåç óðàâíèòåëè è ïðîèçâåäåíèÿ

Proposition

Åñëè â êàòåãîðèè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ è

óðàâíèòåëè, òî â íåé ñóùåñòâóþò ïóëáýêè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóëáýêè ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü òàê æå, êàê è â Set. Ïóñòü
e : D → A× B � óðàâíèòåëü ñòðåëîê f ◦ π1 : A× B → C è

g ◦ π2 : A× B → C . Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî êâàäðàò íèæå
ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì.

D

π1◦e
��

π2◦e // B

g
��

A
f
// C



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Ïðåäåëû ÷åðåç óðàâíèòåëè è ïðîèçâåäåíèÿ

Proposition

Åñëè â êàòåãîðèè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ è

óðàâíèòåëè, òî â íåé ñóùåñòâóþò âñå êîíå÷íûå ïðåäåëû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü D � äèàãðàììà ôîðìû (V ,E ). Òîãäà ðàññìîòðèì
äèàãðàììó, ñîñòîÿùóþ èç ïàðû ñòðåëîê

〈πt(e)〉e∈E , 〈D(e) ◦ πs(e)〉e∈E :
∏
v∈V

D(v)⇒
∏
e∈E

D(t(e))

Êîíóñ ýòîé äèàãðàììû � ýòî òîæå ñàìîå, ÷òî êîíóñ äèàãðàììû

D. Ñëåäîâàòåëüíî ïðåäåë ýòîé äèàãðàììû òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëîì D.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Ïðîîáðàç ïîäîáúåêòà

I Ïóñòü f : A→ C � ôóíêöèÿ â Set è B ⊆ C .

I Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðîîáðàç f :
f −1(B) = {a ∈ A | f (a) ∈ B} ⊆ A.

I Êàê îáîáùèòü ýòó êîíñòðóêöèþ íà ïðîèçâîëüíóþ

êàòåãîðèþ?

I Ïðîîáðàç ïîäîáúåêòà B ↪→ C âäîëü ìîðôèçìà f : A→ C �

ýòî ïóëáýê

f −1(B)� _

��

// B� _

��
A

f
// C

I Óïðàæíåíèå: äîêàæèòå, ÷òî f −1(B)→ A ÿâëÿåòñÿ

ìîíîìîðôèçìîì.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Ïåðåñå÷åíèå ïîäîáúåêòîâ

I Ïóñòü A è B � ïîäìíîæåñòâà C .

I Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü èõ ïåðåñå÷åíèå A ∩ B ,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì è A, è B .

I Êàê îáîáùèòü ýòó êîíñòðóêöèþ íà ïðîèçâîëüíóþ

êàòåãîðèþ?

I Ïåðåñå÷åíèå ïîäîáúåêòîâ A ↪→ C è B ↪→ C � ýòî ïóëáýê

A ∩ B� _

��

� � // B� _

��
A �
� // C
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Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Äóàëüíàÿ êàòåãîðèÿ

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíàÿ êàòåãîðèÿ, òîãäà äóàëüíàÿ åé

êàòåãîðèÿ Cop � ýòî êàòåãîðèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

I Îáúåêòû Cop ñîâïàäàþò ñ îáúåêòàìè C.

I Åñëè X , Y � îáúåêòû Cop, òî HomCop(X ,Y ) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê HomC(Y ,X ).

I Êîìïîçèöèÿ è òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû îïðåäåëÿþòñÿ

òàê æå, êàê â C.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Äóàëüíîñòü

I Â òåîðèè êàòåãîðèé çà÷àñòóþ îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ

ìîæíî äóàëèçèðîâàòü, ïðèìåíèâ èõ â äóàëüíîé êàòåãîðèè.

I Íàïðèìåð, ïîíÿòèå ýïèìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ äóàëüíûì ê

ïîíÿòèþ ìîíîìîðôèçìà.

f � ìîíî: Z
h
//

g // X
f // Y =⇒ g = h

f � ýïè: Z X
goo
h
oo Y

f
oo =⇒ g = h

I ×àñòî ê äóàëüíûì ïîíÿòèÿì ïðèáàâëÿþò ïðèñòàâêó êî.

Íàïðèìåð, ýïèìîðôèçìû ìîæíî íàçûâàòü

êîìîíîìîðôèçìàìè (èëè ìîíîìîðôèçìû ìîæíî íàçûâàòü

êîýïèìîðôèçìàìè).



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Êîïðåäåëû

I Êîïðåäåëû � ýòî äóàëüíîå ïîíÿòèå ê ïîíÿòèþ ïðåäåëîâ.

I Êîêîíóñ äèàãðàììû D � ýòî îáúåêò A âìåñòå ñ êîëëåêöèåé

ìîðôèçìîâ av : D(v)→ A äëÿ êàæäîé v ∈ V ,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî e ∈ E
ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòèðóåò

D(s(e))

as(e)
&&

D(e) // D(t(e))

at(e)
��
A



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Îïðåäåëåíèå êîïðåäåëîâ

I Êîïðåäåë äèãðàììû D � ýòî òàêîé êîêîíóñ A, ÷òî äëÿ
ëþáîãî êîêîíóñà B ñóùåñòâóåò óíèêàëüíûé ìîðôèçì

f : A→ B , òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîé v ∈ V ñëåäóþùàÿ

äèàãðàììà êîììóòèðóåò

D(v)

av
��

bv

!!
A

f
// B

I Êîïðåäåë D îáîçíà÷àåòñÿ colim D.

I Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ êîïîëíîé (êîíå÷íî êîïîëíîé), åñëè

â íåé ñóùåñòâóþò âñå ìàëûå (êîíå÷íûå) êîïðåäåëû.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Óíèêàëüíîñòü êîïðåäåëîâ

Äóàëèçèðîâàòü ìîæíî íå òîëüêî îïðåäåëåíèÿ, íî è

óòâåðæäåíèÿ.

Proposition

Åñëè A è B � êîïðåäåëû äèàãðàììû D, òî ñóùåñòâóåò

èçîìîðôèçì f : A ' B , òàêîé ÷òî f ◦ av = bv äëÿ ëþáîé v ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê êîïðåäåë â C � ýòî ïðåäåë â Cop, òî ýòî óòâåðæäåíèå

ýêâèâàëåíòíî àíàëîãè÷íîìó óòâåðæäåíèþ äëÿ ïðåäåëîâ.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Íà÷àëüíûé îáúåêò

I Îáúåêò íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ

êîïðåäåëîì ïóñòîé äèàãðàììû.

I Â Set ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íà÷àëüíûé îáúåêò �

ïóñòîå ìíîæåñòâî.

I Â Hask íà÷àëüíûé îáúåêò � ïóñòîé òèï.

I Â Grp íà÷àëüíûé îáúåêò � òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Êîïðîèçâåäåíèÿ îáúåêòîâ

I Êîïðîèçâåäåíèå (ñóììà) îáúåêòîâ A1 è A2 � ýòî êîïðåäåë

äèàãðàììû A1 A2. Êîïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àåòñÿ

A1 q A2 ëèáî A1 + A2.

I Â Set êîïðîèçâåäåíèå � ýòî ðàçìå÷åííîå îáúåäèíåíèå
ìíîæåñòâ.

I Â Hask êîïðîèçâåäåíèå � ýòî Either .

I Â Grp êîïðîèçâåäåíèå � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Ôàêòîð-ìíîæåñòâà

I Ïóñòü ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå B .

I Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî B/ ∼ êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòîâ B ïî ýòîìó îòíîøåíèþ.

I Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ c : B → B/ ∼,
îòïðàâëÿþùàÿ êàæäûé b ∈ B â åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.

I Åñëè ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå ∼ êàê ïîäìíîæåñòâî

B × B , òî ñóùåñòâóþò ïðîåêöèè f , g :∼→ B .

I Ñòðåëêà c óðàâíèâàåò f è g è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ñ

òàêèì ñâîéñòâîì.

I Äðóãèìè ñëîâàìè, c ÿâëÿåòñÿ êîóðàâíèòåëåì f è g .
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Êîóðàâíèòåëè

I Â ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè êîóðàâíèòåëè ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè.

I Ïóñòü B � àáåëåâà ãðóïïà, A � ïîäãðóïïà B , f : A ↪→ B �

âëîæåííèå A â B . Òîãäà êîÿäðî B/A � ýòî êîóðàâíèòåëü

ñòðåëîê f , 0 : A→ B .

I È íàîáîðîò, êîóðàâíèòåëü ñòðåëîê f , g : A→ B � ýòî

êîÿäðî B/Im(f − g).

I Ïóøàóòû � äóàëüíîå ïîíÿòèå ê ïîíÿòèþ ïóëáýêîâ.
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Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Êîïðîèçâåäåíèå 1q 1

I Â Set ìíîæåñòâî Bool ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
êîïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ {true} è {false}, êàæäîå èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òåðìèíàëüíûì.

I Êîïðîèçâåäåíèå 1q 1 îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ êàê 2.

I Ìîæíî áûëî áû â ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè îïðåäåëèòü

îáúåêò Bool êàê êîïðîèçâåäåíèå 1q 1.

I Íî ýòî íåäîñòàòî÷íî ñèëüíîå îïðåäåëåíèå. Ìû íå ñìîæåì

íèêàêèõ ôóíêöèé íàä íèì îïðåäåëèòü.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Áóëåâñêèé îáúåêò

I Ïóñòü â C ñóùåñòâóþò âñå êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ.

I Òîãäà áóëåâñêèé îáúåêò â C � ýòî îáúåêò Bool âìåñòå ñ
ïàðîé ìîðôèçìîâ true, false : 1→ Bool , óäîâëåòâîðÿþùèé
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

I Äëÿ ëþáûõ f , g : A→ B ñóùåñòâóåò óíèêàëüíàÿ ñòðåëêà

h : Bool × A→ B , òàêàÿ ÷òî

A
〈true◦!A,idA〉 //

f
((

Bool × A

h
��
B

A
〈false◦!A,idA〉 //

g
((

Bool × A

h
��
B



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

Áóëåâñêèé îáúåêò è 2

I Ëþáîé áóëåâñêèé îáúåêò ÿâëÿåòñÿ 2.

I Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â îïðåäåëåíèè áóëåâñêîãî îáúåêòà â

êà÷åñòâå A âçÿòü 1, òî ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè

óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî 1q 1.

I Ñëåäîâàòåëüíî áóëåâñêèé îáúåêò óíèêàëåí ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà.

I Íî íå ëþáîé îáúåêò, ÿâëÿþùèéñÿ 2, ÿâëÿåòñÿ áóëåâñêèì.

I Äåéñòâèòåëüíî, â êàòåãîðèè ãðóïï 2 èçîìîðôåí 1.

I Íî áóëåâñêèé îáúåêò èçîìîðôåí 1 òîëüêî â êàòåãîðèÿõ

ïðåäïîðÿäêà.



Ïðåäåëû Êîïðåäåëû Áóëåâñêèå îáúåêòû

if

I Ìû ìîæåì ñêîíñòðóèðîâàòü ìîðôèçì

if : Bool × (C × C )→ C , óäîâëåòâîðÿþùèé

C × C

〈true◦!,id〉
��

π1

&&
Bool × (C × C )

if
// C

C × C

〈false◦!,id〉
��

π2

&&
Bool × (C × C )

if
// C

I Äåéñòâèòåëüíî, â îïðåäåëåíèè Bool âîçüìåì A = C × C ,
B = C , f = π1 è g = π2.

I Òîãäà ñóùåñòâóåò óíèêàëüíàÿ ñòðåëêà Bool × (C × C )→ C ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì âûøå.


	
	
	 

