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Ëîãèêà, òåîðèÿ òèïîâ è òåîðèÿ êàòåãîðèé

Logic Type theory Category

algebraic >+× Cartesian
>+×+→ Cartesian closed

essentially algebraic >+ Σ + Id �nitely complete
>+ Σ + Id + Π LCC

regular (=, ∧, >, ∃) >+ Σ + Id + ‖ − ‖ regular
coherent (reg, ⊥, ∨) reg + 0 + ∨ coherent
�rst order (coh, →, ∀) coh + ∀+ implications Heyting
higher order >+ Σ + Id+→ +Prop elementary topos
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Çàìå÷àíèÿ

I Ïóñòü T � òåîðèÿ òèïîâ èç âòîðîãî ñòîëáöà. Òîãäà
ñóùåñòâóþò ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé T -Mod ' C ' L,
ãäå C � êàòåãîðèÿ êàòåãîðèé èç òðåòüåãî ñòîëáöà, à L �
êàòåãîðèÿ òåîðèé èç ïåðâîãî.

I Âñå òåîðèè â ïåðâîì ñòîëáöå ìóëüòèñîðòíûå.

I Òåîðèè â ñòîëáöå Logic ïåðå÷åèñëåíû â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà ëîã÷èåñêèõ ñâÿçîê â íèõ; êàæäàÿ
ïîñëåäóþùàÿ ñòðî÷êà âêëþ÷àåò ïðåäûäóùóþ.

I Âñå òåîðèè òèïîâ, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé ñòðî÷êè, âêëþ÷àþò
àêñèîìó K .

I LCC � ýòî ëîêëüíî äåêàðòîâî çàìêíóòûå êàòåãîðèè, òî åñòü
òàêèå êàòåãîðèè C, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X êàòåãîðèÿ
C/X � äåêàðòîâî çàìêíóòà.
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Çàìå÷àíèÿ

I reg è coh � ýòî òåîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðî÷êàì regular
è coherent ñîîòâåòñòâåííî.

I quotients � ýòî ôàêòîð-òèïû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì HITs äëÿ ìíîæåñòâ.

I implications � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òèïà ôóíêöèé, êîòîðûé
îïðåäåëåí òîëüêî äëÿ óòâåðæäåíèé.

I →, Π, ∀ è implications âêëþ÷àþò ôóíêöèîíàëüíóþ
ýêñòåíñèîíàëüíîñòü.

I Prop âêëþ÷àåò ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ýêñòåíñèîíàëüíîñòü.

I Ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà âêëþ÷àåò âñå ïðåäûäóùèå, äàæå òå,
äëÿ êîòîðûõ íåò çàïèñè â ïåðâîì ñòîëáöå.
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Èíòåðïðåòàöèè òåîðèé

I Ìû óæå âèäåëè êàê ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü >+× â
äåêàðòîâîé êàòåãîðèè, à >+×+→ â äåêàðòîâî çàìêíóòîé
êàòåãîðèè.

I Ìû (ïî÷òè) óâèäèì êàê êàæäóþ èç òåîðèé òèïîâ
ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü â ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåãîðèè.

I Äëÿ ëþáîé ëîãè÷åñêîé òåîðèè ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå
ìîäåëè â Set. Ýòî îáû÷íîå ïîíÿòèå ìîäåëè.

I Íî ìîæíî îïðåäåëèòü ìîäåëè òåîðèè è â äðóãèõ
êàòåãîðèÿõ, åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì
óñëîâèÿì.

I Êîíêðåòíî, äëÿ ëþáîé òåîðèè èç ïåðâîãî ñòîëáöà ìîæíî
îïðåäåëèòü êàòåãîðèþ ìîäåëåé â ëþáîé êàòåãîðèè,
óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòâåòñòâóþùåìó óñëîâèþ èç òðåòüåãî.
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Ìîäåëè òåîðèé

I Íàïðèìåð, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êàòåãîðèè ìîíîèäîâ,
ãðóïï, êîëåö, è òàê äàëåå â ëþáîé äåêàðòîâîé êàòåãîðèè.

I Òàê êàê àêñèîìû ïîëåé èñïîëüçóþò ⊥, ∃ è ∨, òî ïîëÿ
ìîæíî îïðåäåëèòü â ëþáîé êîãåðåíòíîé êàòåãîðèè.

I Åñëè îòîæäåñòâèòü ëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
åé êàòåãîðèåé C , òî ìîäåëè C â êàòåãîðèè D � ýòî ïðîñòî
ôóíêòîðû C → D, êîòîðûå ñîõðàíÿþò äîïîëíèòåëüíóþ
ñòðóêòóðó èç òîé ñòðî÷êè òàáëèöû, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ C
è D.
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Ëîãèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ñèãíàòóðû ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ñèãíàòóðà Σ = (S,F ,P) ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîñòîèò èç:

I Ìíîæåñòâà S, íàçûâàåìîãî ìíîæåñòâîì ñîðòîâ.

I Ìíîæåñòâà F , íàçûâàåìîãî ìíîæåñòâîì ôóíêöèîíàëüíûõ

ñèìâîëîâ. Êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó f ∈ F
ïðèïèñàíà ñèãíàòóðà âèäà f : s1 × . . .× sn → s, ãäå
s1, . . . sn, s ∈ S.

I Ìíîæåñòâà P, íàçûâàåìîãî ìíîæåñòâîì ïðåäèêàòíûõ

ñèìâîëîâ. Êàæäîìó ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó R ∈ P
ïðèïèñàíà ñèãíàòóðà âèäà R : s1× . . .× sn, ãäå s1, . . . sn ∈ S.
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Ëîãèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà

Òåðìû ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äëÿ êàæäîãî ñîðòà s ∈ S âûáèðàåòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
ïåðåìåííûõ Vs . Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî
TermΣ(V )s òåðìîâ ñîðòà s èíäóêòèâíûì îáðàçîì:

I Åñëè x ∈ Vs , òî x ∈ TermΣ(V )s .

I Åñëè ai ∈ TermΣ(V )si è (f : s1 × . . .× sn → s) ∈ F , òî
f (a1, . . . an) ∈ TermΣ(V )s .

Êîíñòðóêöèþ òåðìîâ ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ôóíêòîðà
TermΣ : SetS → SetS . Áîëåå òîãî, íà ýòîì ôóíêòîðå
ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ìîíàäû. Óïðàæíåíèå:
îïðåäåëèòå ýòó ñòðóêòóðó.
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Ëîãèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ôîðìóëû ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, V ∈ SetS . Òåïåðü ìû îïðåäåëèì
ìíîæåñòâî FormΣ(V ) ôîðìóë èíäóêòèâíûì îáðàçîì:

I Åñëè ai ∈ TermΣ(V )si è (R : s1 × . . .× sn) ∈ P, òî
R(a1, . . . an) ∈ FormΣ(V ). Ôîðìóëû òàêîãî âèäà
íàçûâàþòñÿ àòîìàðíûìè.

I ⊥,> ∈ FormΣ(V ).

I Åñëè ϕ ∈ FormΣ(V ), òî ¬ϕ ∈ FormΣ(V ).

I Åñëè ϕ,ψ ∈ FormΣ(V ), òî ϕ∧ψ,ϕ∨ψ,ϕ→ ψ ∈ FormΣ(V ).

I Åñëè ϕ ∈ FormΣ(V ∪ {x : s}), òî
∀(x : s)ϕ,∃(x : s)ϕ ∈ FormΣ(V ).



Ëîãèêà è òåîðèÿ òèïîâ Èíòåðïðåòàöèÿ ëîãè÷åñêèõ òåîðèé

Ëîãèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà

Òåîðèè ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà

I Òåîðèÿ ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîñòîèò èç ñèãíàòóðû Σ è
ìíîæåñòâà àêñèîì âèäà ϕ ψ.

I Êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ëîãèêè, áîëåå ñëàáûå, ÷åì
ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî ìû ìîæåì îãðàíè÷èòü ôîðìóëû è/èëè
ñåêâåíöèè, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü.

I Î ñåêâåíöèè ϕ ψ ìîæíî äóìàòü êàê î ôîðìóëå
∀x1 . . . xn (ϕ→ ψ).

I Åñëè â ëîãèêå åñòü èìïëèêàöèÿ, òî ñåêâåíöèè ìîæíî
çàìåíèòü îäíîé ôîðìóëîé.

I Åñëè â ëîãèêå åùå åñòü êâàíòîð âñåîáùíîñòè, òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà çàìêíóòà.

I Òàêèì îáðàçîì, òåîðèè â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà îáû÷íî
îïðåäåëÿþò êàê ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ôîðìóë.
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Èíòåðïðåòàöèÿ

Èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû

Ïóñòü C � äåêàðòîâà êàòåãîðèÿ. Òîãäà èíòåðïðåòàöèÿ
ñèãíàòóðû (S,F ,P) â C ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äàííûõ:

I Ôóíêöèÿ J−K : S → Ob(C).

I Ôóíêöèÿ J−K, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó
(σ : s1 × . . .× sn → s) ∈ F ìîðôèçì
JσK : Js1K× . . .× JsnK→ JsK.

I Ôóíêöèÿ J−K, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó
(R : s1 × . . .× sn) ∈ P ìîíîìîðôèçì
JRK : dR → Js1K× . . .× JsnK.
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Èíòåðïðåòàöèÿ

Èíòåðïðåòàöèÿ òåðìîâ

Ïóñòü C � äåêàðòîâà êàòåãîðèÿ è J−K � íåêîòîðàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû (S,F ,P). Åñëè t � òåðì ýòîé
ñèãíàòóðû ñîðòà s ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè â
{x1 : s1, . . . xn : sn}, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü åãî
èíòåðïðåòàöèþ JtK : Js1K× . . .× JsnK→ JsK ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

I JxiK = πi .

I Jσ(t1, . . . tn)K = JσK ◦ 〈Jt1K, . . . JtnK〉.
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Èíòåðïðåòàöèÿ

Ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêèõ òåîðèé

I Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ, òî åñòü ìíîæåñòâî
àêñèîì âèäà t1 = t2.

I Òîãäà ìîäåëü ýòîé òåîðèè â äåêàðòîâîé êàòåãîðèè C � ýòî
èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû òåîðèè, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé
àêñèîìû t1 = t2 âåðíî Jt1K = Jt2K.
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Èíòåðïðåòàöèÿ

Èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóë â Set

I Ïðåæäå ÷åì îïèñàòü èíòåðïðåòàöèþ ôîðìóë â
ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íî ïîëíîé êàòåãîðèè, âñïîìíèì êàê
îíà îïèñûâàåòñÿ â Set.

I Â Set ôîðìóëû èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâà.

I Ïóñòü J−K ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó (R : s1 × . . .× sn) ∈ S
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Js1K× . . .× JsnK.

I Ïóñòü V = x1 : s1, . . . xk : sk � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
ïåðåìåííûõ. Òîãäà ôóíêöèÿ èíòåðïðåòàöèè J−K
ñîïîñòîâëÿåò êàæäîé ôîðìóëå èç FormΣ(V ) ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà Js1K× . . .× JskK.
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Èíòåðïðåòàöèÿ

Èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóë â Set

I J⊥K � ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî.

I J>K � âñ¼ ìíîæåñòâî.

I J¬ϕK � äîïîëíåíèå ïîäìíîæåñòâà JϕK.
I Jϕ ∧ ψK = JϕK ∩ JψK.
I Jϕ ∨ ψK = JϕK ∪ JψK.
I Óïðàæíåíèå: îïèøèòå èíòåðïðåòàöèþ èìïëèêàöèè,
êâàíòîðîâ è ðàâåíñòâà.



Ëîãèêà è òåîðèÿ òèïîâ Èíòåðïðåòàöèÿ ëîãè÷åñêèõ òåîðèé

Èíòåðïðåòàöèÿ

Èñòèííîñòü ôîðìóë â Set

I Èíòåðïðåòàöèÿ çàìêíóòîé ôîðìóëû � ýòî ïîäìíîæåñòâî
îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

I Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ëèáî
ïóñòîå.

I Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ôîðìóëà èñòèííà â ýòîé
èíòåðïðåòàöèè, âî âòîðîì, ÷òî îíà ëîæíà.
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Èíòåðïðåòàöèÿ

Èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóë â êîíå÷íî ïîëíîé êàòåãîðèè

I Ïóñòü C � êîíå÷íî ïîëíàÿ êàòåãîðèÿ.

I Òîãäà ôîðìóëû ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè â V
èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïîäîáúåêòû JV K.

I Åñëè Jt1K, Jt2K : Js1K× . . .× JsnK→ JsK, òî ôîðìóëà t1 = t2

èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óðàâíèòåëü Jt1K è Jt2K.
I Ôîðìóëà ϕ = R(t1, . . . tk) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïóëáýê JRK:

dϕ //
� _

��

dR� _

JRK
��

JV K
〈Jt1K,...JtkK〉

// Js1K× . . .× JskK
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Èíòåðïðåòàöèÿ

Èñòèííîñòü ñåêâåíöèé

I Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåêâåíöèÿ ϕ ψ èñòèíà â
íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè J−K, åñëè ïîäîáúåêò JϕK
ÿâëÿåòñÿ ïîäîáúåêòîì JψK.

I Â ÷àñòíîñòè ìû ìîæåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà ψ èñòèíà,
åñëè èñòèíà ñåêâåíöèÿ > ψ; äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè
JψK � ìàêñèìàëüíûé ïîäîáúåêò, òî åñòü èçîìîðôèçì.

I Ìîäåëü íåêîòîðîé òåîðèè ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà � ýòî
èíòåðïðåòàöèÿ, òàêàÿ ÷òî âñå àêñèîìû â íåé èñòèíû.
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Èíòåðïðåòàöèÿ

Èíòåðïðåòàöèÿ > è ∧

I > èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíûé îáúåêò.

I Íàèáîëüøèé ïîäîáúåêò îáúåêòà X � ýòî idX .

I ϕ∧ψ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ïîäîáúåêòîâ JϕK è
JψK.
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Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè

Êîððåêòíîñòü >

I Ðàçóìååòñÿ ìû õîòèì, ÷òîáû èíòåðïðåòàöèÿ óâàæàëà
ïðàâèëà âûâîäà.

I Ïðàâèëî âûâîäà äëÿ >:

ϕ >

I ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòà àêñèîìà âñåãäà êîððåêòíà, íóæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäîáúåêò dϕ ↪→ V ÿâëÿåòñÿ
ïîäîáúåêòîì J>K = idV : V ↪→ V , ÷òî î÷åâèäíî.
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Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè

Êîððåêòíîñòü ∧

I Ïðàâèëà âûâîäà äëÿ ∧:
ϕ ψ ϕ χ

ϕ ψ ∧ χ
ϕ ψ ∧ χ
ϕ ψ

ϕ ψ ∧ χ
ϕ χ

I Ýòè ïðàâèëà óâàæàþòñÿ, òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ïóëáýêîâ
ñòðåëêà JϕK→ JψK ∩ JχK ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò ñòðåëêè JϕK→ JψK è JϕK→ JχK.
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Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè

Èíòåðïðåòàöèÿ ∃

I Òåîðèè, â êîòîðûõ ôîðìóëû ñîñòîÿò òîëüêî èç ðàâåíñòâ,
êîíúþíêöèé, > è ∃ íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.

I Ìû íå ìîæåì ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ∃ â ïðîèçâîëüíîé
êîíå÷íî ïîëíîé êàòåãîðèè.

I Êàòåãîðèè, ãäå ìîæíî ýòî ñäåëàòü, íàçûâàþòñÿ
ðåãóëÿðíûìè.

I Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî íèæå.
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Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè

Èíòåðïðåòàöèÿ ∃ â Set

I Ïóñòü Jϕ(x , x1, . . . xn)K : dϕ ↪→ JsK× Js1K× . . .× JsnK.
I Êàê ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ∃(x : s)(ϕ(x , x1 . . . xn))?

I Åñëè ðàññìîòðåòü π1,...n ◦ JϕK : dϕ → Js1K× . . .× JsnK, òî
ýòî ïî÷òè äàåò íàì èíòåðïðåòàöèþ ∃(x : s)(ϕ(x , x1, . . . xn)),
òàê êàê ïðîîáðàç íåêîòîðîãî ýëåìåíòà (a1, . . . an) íàñåëåí
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò a ∈ JsK, òàêîé ÷òî
(a, a1, . . . an) ∈ JϕK.

I Åäèíñòâåííàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî π1,...n ◦ JϕK
íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì.

I Ìû ìîæåì ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó, îïðåäåëèâ
èíòåðïðåòàöèþ ∃(x : s)(ϕ(x , x1, . . . xn)) êàê îáðàç
π1,...n ◦ JϕK.
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Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè

Îáðàç ìîðôèçìà

I Ìû ìîæåì îáîáùèòü ïîíÿòèå îáðàçà ôóíêöèè íà
ïðîèçâîëüíóþ êàòåãîðèþ.

I Îáðàç ìîðôèçìà f : A→ B � ýòî íàèìåíüøèé
ìîíîìîðôèçì im f ↪→ B , ÷åðåç êîòîðûé f ôàêòîðèçóåòñÿ.

I Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ñòðåëêà A→ im f , òàêàÿ ÷òî
äëÿ ëþáûõ ñòðåëîê g : A→ C è h : C ↪→ B åñëè h ◦ g = f ,
òî im f ÿâëÿåòñÿ ïîäîáúåêòîì C :

im f

!!

��

A

==

g
!!

f
// B

C
h

==
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Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè

Èíòåðïðåòàöèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

I Â ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè îáðàç ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü,
íî îí óíèêàëåí, åñëè ñóùåñòâóåò.

I Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â êàòåãîðèè ñóùåñòâóþò îáðàçû,
òî ìîæíî ïîïðîáîâàòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü
ñóùåñòâîâàíèå òàê æå êàê è â Set.

I Åñëè Jϕ(x , x1, . . . xn)K : dϕ ↪→ JsK× Js1K× . . .× JsnK, òî ìû
îïðåäåëÿåì J∃(x : s)ϕK êàê îáðàç π1,...n ◦ JϕK.
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Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè

Èíòåðïðåòàöèÿ ïîäñòàíîâêè

I Òàê êàê ïðàâèëà âûâîäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èñïîëüçóþò
ïîäñòàíîâêó, íàì íóæíî çíàòü êàê îíà èíòåðïðåòèðóåòñÿ,
÷òîáû ïðîâåðèòü ýòè ïðàâèëà.

I Óòâåðæäåíå: åñëè ϕ � ôîðìóëà ñî ñâîáîäíûìè
ïåðåìåííûìè â {x1 : s1, . . . xn : sn} è t1, . . . tn � òåðìû
ñîðòîâ s1, . . . sn, òî Jϕ[x1 := t1, . . . xn := tn]K ÿâëÿåòñÿ
ïóëáýêîì dϕ:

dϕ[x1:=t1,...xn:=tn]
//

Jϕ[x1:=t1,...xn:=tn]K
��

dϕ

JϕK
��

V
〈t1,...tn〉

// Js1K× . . .× JsnK



Ëîãèêà è òåîðèÿ òèïîâ Èíòåðïðåòàöèÿ ëîãè÷åñêèõ òåîðèé

Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè

Èíòåðïðåòàöèÿ ïîäñòàíîâêè

I Äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå ìû áóäåì èíäóêöèåé ïî ϕ.
I Äëÿ > ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê ïóëáýê òîæäåñòâåííîãî
ìîðôèçìà � òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì.

I Ïðîâåðèì äëÿ ðàâåíñòâà. Ïóñòü
JtK, Jt ′K : Js1K× . . .× JsnK→ Js ′K è JtiK : V → JsiK. Òîãäà
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîðôèçì E → V â äèàðãàììå íèæå
ÿâëÿåòñÿ óðîâíèòåëåì JtK ◦ 〈Jt1K, . . . JtnK〉 è
Jt ′K ◦ 〈Jt1K, . . . JtnK〉, ÷òî ëåãêî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ
óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïóëáýêîâ.

E //

��

dt=t′

Jt=t′K
��

V
〈Jt1K,...JtnK〉

// Js1K× . . .× JsnK
Jt′K
//

JtK // Js ′K
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Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè

Èíòåðïðåòàöèÿ ïîäñòàíîâêè â ∃

I Äàæå åñëè â êàòåãîðèè ñóùåñòâóþò îáðàçû âñåõ
ìîðôèçìîâ, îíè ìîãóò íå êîììóòèðîâàòü ñ ïóëáýêàìè.

I Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ó âñåõ ìîðôèçìîâ
ñóùåñòâóþò îáðàçû, è îíè ñòàáèëüíû îòíîñèòåëüíî
ïóëáýêîâ.

I Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé ðåãóëÿðíîé êàòåãîðèè
ïîäñòàíîâêà äåéñòâèòåëüíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïóëáýê.
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Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè

Êîððåêòíîñòü èíòåðïðåòàöèè ∃

I Ïðàâèëà âûâîäà äëÿ ∃:
∃(x : s)ϕ ψ

ϕ ψ

ϕ ψ

∃(x : s)ϕ ψ
I Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ψ îïðåäåëåí â êîíòåêñòå x1, . . . xn,
íî èñïîëüçóåòñÿ òàêæå è â êîíòåêñòå x1, . . . xn, x . Ïî ëåììå
îá èíòåðïðåòàöèè ïîäñòàíîâêè ψ âî âòîðîì êîíòåêñòå
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïóëáýê.

I Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äàííûå ïðàâèëà
êîððåêòíû.


	   
	  
	  
	
	 


