
Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Ãðóïïà 504

Êîëè÷åñòâî áàëëîâ íà çà÷¼ò: 8,5.

1. (0,5) Âûðàçèòü êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ îäíîñâÿçíîãî ãðàôà G ÷åðåç êîëè÷åñòâî îñòîâ-
íûõ äåðåâüåâ â êàæäîì èç k áëîêîâ B1, . . . , Bk ãðàôà G.

2. (1) Äîêàçàòü, ÷òî âåðøèííî îäíîñâÿçíûé ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî k-ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáîé áëîê Bi òàêîãî ãðàôà ðåáåðíî k-ñâÿçíûé.

3. (1,5) Ãðàô íàçûâàåòñÿ êàêòóñîì, åñëè êàæäûé åãî áëîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî îäèíî÷íîå
ðåáðî, ëèáî åäèíñòâåííûé öèêë. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ êàêòóñîì. Ïðåäúÿâèòü
êàêòóñû, ïîñòðîåííûå íà 2k + 1 è 2k âåðøèíàõ ñîîòâåòñòâåííî è èìåþùèå ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ðåáåð. Äîêàçàòü, ÷òî êàêòóñû ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðåáåð ïðè ôèêñèðîâàííîì
k ïîñòðîèòü íåâîçìîæíî.

4. (1) Îïèñàòü ðàçëîæåíèå íà ðó÷êè äëÿ ãðàôà Ïåòåðñåíà.

5. (1,5) ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðó÷åê â ðàçëîæåíèè ãðàôà, ïîêàçàííîãî íà ðèñóí-
êå? Íà÷àëüíûé öèêë â ðàçëîæåíèè ðó÷êîé íå ñ÷èòàåòñÿ.

6. (1) Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòîé ãðàô G, ïîñòðîåííûé íà òð¼õ èëè áîëåå âåðøèíàõ, äâóñâÿçåí òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé òðîéêè ðàçëè÷íûõ âåðøèí (x, y, z) â G åñòü ïðîñòîé ïóòü
èç x â z, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç y.

7. (0,5) Ïóñòü G åñòü âåðøèííî äâóñâÿçíûé ãðàô, è ïóñòü âåðøèíû x è y ýòîãî ãðàôà ñîåäèíåíû
â G ïóòåì P . Äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: â ãðàôå G íàéäåòñÿ ïóòü
Q, ñîåäèíÿþùèé x è y è íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ P íè â êàêèõ âíóòðåííèõ âåðøèíàõ ýòîãî ïóòè.

8. (1) Ïóñòü D åñòü îðãðàô, ïîñòðîåííûé íà ìíîæåñòâå âåðøèí [12] = {1, 2, . . . , 12}, â êîòîðîì
èç i â j ïðîâåäåíî ðåáðî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i äåëèò j. Îïðåäåëèòü κ(1, 12) è λ(1, 12)
â òàêîì ãðàôå.

9. (1) Ïóñòü G âåðøèííî k-ñâÿçåí. Îáðàçóåì èç G íîâûé ãðàô G′ ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ ê G íîâîé
âåðøèíû y è íå ìåíåå k ð¼áåð èç y â k ðàçëè÷íûõ âåðøèí ãðàôà G. Äîêàçàòü, ÷òî G′ òàêæå
k-ñâÿçåí.

Ëåììà. Íàçîâåì k-âååðîì èç âåðøèíû x â ìíîæåñòâî Y íàáîð èç k ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ
â x, çàêàí÷èâàþùèõñÿ â Y , è íå èìåþùèõ íèêàêèõ îáùèõ âåðøèí, êðîìå âåðøèíû x. Ïóñòü
G åñòü k-ñâÿçíûé ãðàô, x � íåêîòîðàÿ åãî âåðøèíà, à Y � íàáîð èç íå ìåíåå ÷åì k âåðøèí
ãðàôà G, íå âêëþ÷àþùèé x. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò k-âååð èç x â Y .



Äîêàçàòåëüñòâî. Äîáàâèì â ãðàô G âåðøèíó y è ñîåäèíèì å¼ ñî âñåìè âåðøèíàìè ìíîæå-
ñòâà Y , îáðàçîâîâàâ òåì ñàìûì ãðàô G′. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ,
çàêëþ÷àåì, ÷òî G′ k-ñâÿçåí. Ïî òåîðåìå Ìåíãåðà â G′ åñòü k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé èç x
â y. Óäàëèâ äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ïóòåé çàìûêàþùóþ âåðøèíó y âìåñòå ñ èíöèäåíòíûì åé
ðåáðîì, ìû ïîëó÷èì â ãðàôå G k-âååð èç x â Y .

10. (1,5) Äîêàçàòü, ÷òî â k-ñâÿçíîì ãðàôå äëÿ ëþáûõ k âåðøèí íàéäåòñÿ öèêë C, íà êîòîðîì
ëåæàò âñå ýòè k âåðøèí.

11. (1,5) Ïîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ìû íå ìîæåì çàðàíåå çàäàòü ïîðÿ-
äîê, â êîòîðîì äîëæíû ïðîõîäèòüñÿ âåðøèíû, ëåæàùèå íà îáùåì äëÿ íèõ öèêëå C.

12. (2) Ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé 3-ñâÿçíûé ãðàôG, â êîòîðîì èìååòñÿ ïàðà íåñìåæíûõ
âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ÷åòûðüìÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî âíóòðåííèì
âåðøèíàì ïóòÿìè.


