
Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ãðàôàìè. Äåðåâüÿ.

1. Ïóñòü G åñòü ïðîñòîé ãðàô áåç òðåóãîëüíèêîâ, òî åñòü ãðàô, íå ñî-
äåðæàùèé K3 â êà÷åñòâå ñâîåãî èíäóöèðîâàííîãî öèêëà. Ïîêàçàòü,
÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð â òàêîì ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò
n2/4.

2. Íàðÿäó ñ äèàìåòðîì ïðè èçó÷åíèè ðàññòîÿíèé â ãðàôå ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé Wiegner index

W (G) :=
∑

x,y∈V (G)

d(x, y)

ãðàôà G, õàðàêòåðèçóþùèé ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè
â ãðàôå. Â ÷àñòíîñòè, Âèãíåð èñïîëüçîâàë ýòîò èíäåêñ äëÿ èçó-
÷åíèÿ òî÷êè ïëàâëåíèÿ ïàðàôèíà. Â äàëüíåéøåì îêàçàëîñü, ÷òî
ìíîãèå õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîëåêóë ñâÿçàíû ñ Wiegner index ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ýòèì ìîëåêóëàì ãðàôîâ. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè âñåõ
äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå W (G) äîñòèãàåòñÿ
íà ãðàôàõ-çâåçäàõ, à ìàêñèìàëüíîå � íà ïóòÿõ Pn äëèíû n.

3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäãðàôà H ãðàôà G ðàññòîÿíèå dH(x, y)
ìåæäó âåðøèíàìè x, y ∈ H áîëüøå èëè ðàâíî ðàññòîÿíèþ dG(x, y)
ìåæäó òåìè æå âåðøèíàìè â ãðàôå G. Èñïîëüçóÿ äàííîå óòâåðæäå-
íèå, à òàêæå ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå, ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ñâÿçíîãî ãðàôà G Wiegner index W (G) ≤ Pn. Íà êàêîì ñâÿçíîì
ãðàôå, ïîñòðîåííîì íà n âåðøèíàõ, äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì W (G)?

4. Ïóñòü äåðåâî T , ïîñòðîåííîå íà n âåðøèíàõ, èìååò äèàìåòð, áîëü-
øèé èëè ðàâíûé 2k − 3. Äîêàçàòü, ÷òî â òàêîì äåðåâå èìååòñÿ êàê
ìèíèìóì n− k ïóòåé äëèíû k.

5. Ïóñòü G åñòü ïðîñòîé ãðàô íà 10 âåðøèíàõ è 26 ðåáðàõ. Äîêàçàòü,
÷òî òàêîé ãðàô ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñâîèõ èíäóöèðîâàííûõ ïîä-
ãðàôîâ ïî ìåíüøåé ìåðå ïÿòü òðåóãîëüíèêîâ.

6. Íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

s1 := (s1, s2, . . . , sn) : s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sn ≤ n− 1 (1)

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîëè÷åñòâà î÷êîâ, åñëè ñóùåñòâó-
åò òóðíèð T , ïîñòðîåííûé íà n âåðøèíàõ, äëÿ êîòîðîãî outdeg(xi) =

1



si, i = 1, 2, . . . , n. Äîêàçàòü, ÷òî íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîëè÷åñòâà î÷êîâ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîëè÷åñòâà î÷êîâ îêàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s2, ïîëó÷åííàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(s1, s2, . . . , ssn , ssn+1 − 1, . . . , sn−1 − 1)

ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèåì åå ÷ëåíîâ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ.

7. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé 3-ðåãóëÿðíûé ãðàô G èìååò òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ñîäåðæèòñÿ ìîñò.

8. Ïóñòü G åñòü ïðîñòîé ãðàô, ïîñòðîåííûé íà 10 âåðøèíàõ è èìå-
þùèé 38 ðåáåð. Äîêàçàòü, ÷òî G ñîäåðæèò K4 â êà÷åñòâå ñâîåãî
èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà.

9. Ïîëíûì m-àðíûì äåðåâîì íàçûâàåòñÿ êîðíåâîå äåðåâî, ó êîòîðîãî
ëþáàÿ âåðøèíà, îòëè÷íàÿ îò ëèñòà, èìååò ðîâíî m ñûíîâåé. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ó òàêîãî äåðåâà èìååòñÿ k âåðøèí, îòëè÷íûõ îò ëè-
ñòà. Äîêàçàòü, ÷òî â òàêîì äåðåâå èìååòñÿ (m− 1)k + 1 ëèñò.

2


