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Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè

Îáùàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè � ýòî

ìèíèìèçèðîâàòü f (x),
ïðè óñëîâèè x ∈ D. (1)

Ðåøåíèå çàäà÷è � òî÷êà x∗ ∈ D òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗).

Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìíîæåñòâà â òàêèõ çàäà÷àõ
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå íàáîðà óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ:

g(x) ≤ 0, g(x) < 0, èëè g(x) = 0.

Åñëè g � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ áåç íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê, òî g(x) < 0
çàäàåò îòêðûòîé ìíîæåñòâî, g(x) ≤ 0 çàäàåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, à
g(x) = 0 çàäàåò ãèïåðïîâåðõíîñòü. Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ ðàáîòàåò óñëîâèå
ñòàöèîíàðíîñòè, ò.å. åñëè x∗ = argming(x)<0 f (x), òî ∇f (x∗) = 0n. Ìîæíî ëè
ïîëó÷èòü ïîäîáíîå äëÿ ðàâåíñòâ è íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ?
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Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè äëÿ çàäà÷ íà âûïóêëûõ

ìíîæåñòâàõ

Òåîðåìà

Ïóñòü â çàäà÷å (1) ìíîæåñòâî D âûïóêëî, à ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå x∗, òîãäà äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà x∗ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∇f (x∗)T (x − x∗) ≥ 0, ∀x ∈ D.

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü òî÷êà x ∈ D òàêàÿ, ÷òî ∇f (x∗)T (x − x∗) < 0,
òîãäà â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè f ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ α > 0 ïîëó÷àåì

f (x∗ + α(x − x∗))− f (x∗) = α∇f (x∗)T (x − x∗) + o(α||x − x∗||) ≤

α∇f (x∗)T (x−x∗)+α||x−x∗||
(−∇f (x∗)T (x − x∗)

2||x − x∗||

)
≤ α

2
∇f (x∗)T (x−x∗) < 0.

Òàê êàê x , x∗ ∈ D, D � âûïóêëî, òî ïðè 0 < α < 1 òî÷êà x∗ + α(x − x∗) òàêæå
ïðèíàäëåæèò D. �
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Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè äëÿ çàäà÷ íà âûïóêëûõ

ìíîæåñòâàõ

Çàìå÷àíèå. ∇f (x∗) 6= 0n äîïóñòèìî òîëüêî â
ñëó÷àå, åñëè x∗ � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà D. Óñëîâèå
ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
åñëè ∇f (x∗) 6= 0n, òî ∇f (x∗)T (x − x∗) = 0 �
îïîðíàÿ ê D ãèïåðïëîñêîñòü.

x∗
x

∇
f(x ∗

) T
(x−

x ∗
) =

0

∇f(x∗)

D
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Óñëîâíûé ýêñòðåìóì è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

Ïóñòü D ⊂ Rn, D îòêðûòî, f : D → R, g : D → Rm � íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

ìèíèìèçèðîâàòü f (x),
ïðè óñëîâèè g(x) = 0m.

(2)

ôóíêöèåé Ëàãðàíæà (èëè ëàãðàíæèàíîì) ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å (2)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

L(λ, x) = f (x) + λTg(x), λ = (λ1, λ2, . . . , λm)
T .

Êîýôôèöèåíòû λi ïðèíÿòî íàçûâàòü ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà

x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà çàäà÷è (2) è âåêòîðû ∇gi (x∗) ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð λ = (λ1, λ2, . . . , λm)
T , ÷òî

∇xL(λ, x
∗) = 0n.
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

g(
x)

=
0

∇g(x∗)

x∗

∇g(x ∗
) T
(x−

x ∗
) =

0

Âáëèçè x∗ ïîâåðõíîñòü g(x) = 0 ïî÷òè
ñîâïàäàåò ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ
∇gi (x∗)T (x − x∗) = 0.

Åñëè g(x) = 0m. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðàçëîæåíèå ãðàäèåíòà f â ñëåäóþùåì
âèäå: ∇f (x∗) = λT∇g(x∗) + vT ,
∇g(x∗)v = 0m. Èñïîëüçóÿ ýòî ðàçëîæåíèå
äëÿ äîïóñòèìûõ òî÷åê x âáëèçè x∗

ïîëó÷àåì

∇f (x∗)T (x−x∗) = (−λT )∇g(x∗)T (x−x∗)+

vT (x − x∗) = vT (x − x∗).

Åñëè vT (x − x∗) 6= 0, òî v 6= 0n è x∗ íå
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà. Åñëè æå
v = 0n, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëàãðàíæà
ñ ìíîæèòåëÿìè −λ1, . . . ,−λm.
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
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Äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäà Ëàãðàíæà

Äîê-âî: Îáîçíà÷èì çà M ãèïåðïëîñêîñòü

M = {y ∈ Rn | ∇g(x∗)T y = 0m}.
Ïóñòü y ∈ M, y 6= 0n, òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî a > 0 ñóùåñòâóåò êðèâàÿ
ϕ : [−a, a]→ Rn, òàêàÿ ÷òî g(ϕ(t)) = 0 ïðè t ∈ [−a, a] è ïðè ýòîì

ϕ(0) = x∗, ϕ′(0) = y .

Òàê êàê x∗ � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âäîëü êðèâîé ϕ, òî â ñèëó óñëîâèé
ñòàöèîíàðíîñòè

0 =
d

dt
f (ϕ(t))|t=0 = ∇f (ϕ(t))Tϕ′(t)|t=0 = ∇f (x∗)T y .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîð ∇f (x∗) îðòîãîíàëåí M, ñ äðóãîé
ñòîðîíû èç îïðåäåëåíèÿ M ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ∇gi (x∗) îáðàçóþò áàçèñ
îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ M. Ñëåäîâàòåëüíî, ∇f (x∗) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé ∇gi (x∗), ò.å. ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû λ1, . . . , λm, òàêèå ÷òî

∇f (x∗) =
m∑
i=1

λigi (x
∗)⇔ ∇f (x∗) + (−λT )g(x∗) = 0n. �
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Ïðîñòîé ïðèìåð

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ìàêñèìèçèðîâàòü x + y ,
ïðè óñëîâèè x2 + y2 = a2.
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Ïðîñòîé ïðèìåð

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ìàêñèìèçèðîâàòü x + y ,
ïðè óñëîâèè x2 + y2 = a2.

Ëàãðàíæèàí:
F (x , y , λ) = x + y − λ(x2 + y2 − a2).

Ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè

1− 2λx = 0,

1− 2λy = 0.
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Ïðîñòîé ïðèìåð
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1− 2λx = 0,

1− 2λy = 0.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî λ 6= 0. Âû÷èòàÿ ïåðâîå èç âòîðîãî ïîëó÷àåì

2λ(x − y) = 0⇒ x = y .

Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì x = ± a√
2
. Ïðè ýòîì, åñëè a = 0,

òî x = 0 è óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ íè ïðè êàêîì λ.
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Ïðîñòîé ïðèìåð
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Ïðîñòîé ïðèìåð

Ðåøåíèå ïàðàìåòðèçàöèåé: îêðóæíîñòü x2 + y2 = a2 ëåãêî ïàðàìåòðèçóåòñÿ:

x2 + y2 = a2 ⇔ ∃t ∈ R : (x , y) = (a cos(t), a sin(t)).

Ïðèìåíÿÿ óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïîëó÷àåì

0 =
d

dt
[a cos(t) + a sin(t)] = a(cos(t)− sin(t))⇒ cos(t) = sin(t) = ± 1√

2
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî x∗ = y∗ = a√
2
.
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Ïðîñòîé ïðèìåð

Ðåøåíèå ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà: íàéòè òàêóþ òî÷êó íà îêðóæíîñòè,
÷òî êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó ∇f (x , y) ≡ (1, 1).

x∗
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Ïðèìåð: ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ãèïåðïëîñêîñòè

Ïóñòü â Rn çàäàíà ãèïåðïëîñêîñòü

aT x = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = c .

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå îò ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè äî íåêîòîðîé òî÷êè y ,
÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

ìèíèìèçèðîâàòü ||x − y ||2 =∑n
k=1(xk − yk)

2,
ïðè óñëîâèè aT x = c .

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L(λ, x) = ||x − y ||2 − λ(aT x − c).

Ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

2(x − y)− λa = 0.

y

x∗

a T
x = c
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Ïðèìåð: ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ãèïåðïëîñêîñòè

Ðàçðåøèì îòíîñèòåëüíî x

x =
λa

2
+ y .

Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè

λaTa

2
+ aT y = c , λ = 2

c − aT y

aTa
,

x = y + a
c − aT y

aTa
.

È íàêîíåö, êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ðàâåí

||x − y ||2 = (aTa)
λ2

4
= (aTa)

(c − aT y)2

(aTa)2
=

(c − aT y)2

(aTa)
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Ïðèìåð: ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ãèïåðïëîñêîñòè

y

λa
2

a T
x = c

Çíà÷åíèå λ
2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê ðàññòîÿíèå îò y äî aT x = c ,
èçìåðåííàÿ â âåêòîðå a.

Óïðàæíåíèå. Âûâåñòè ôîðìóëû ðàññòîÿíèé äî ãèïåðïëîñêîñòè, çàäàííûìè
íåñêîëüêèìè ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè.
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Ïðèìåð: ýëåêòðè÷åñêèé òîê

Îêàçûâàåòñÿ, èç ïåðâîãî çàêîíà Êèðõãîôà è îäíîãî èç âàðèàöèîííûõ
ïðèíöèïîâ ìîæíî âûâåñòè îñòàëüíûå çàêîíû Êèðõãîôà. Ðàññìîòðèì
ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü èç n óçëîâ, rij � ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà öåïè ìåæäó
óçëàìè i è j , B � ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà ñ
ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèåé äóã. Ïîëîæèì, ÷òî ìû ïóñòèëè åäèíè÷íûé çàðÿä
èç s â t. Îáîçíà÷èì

χst
i =

 −1 i = s,
1 i = t,
0 i 6= s, t

è ïóñòü Iij � ñèëà òîêà íà ó÷àñòêå öåïè ij , I � ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð,
ñîãëàñîâàííûé ñ íóìåðàöèåé è îðèåíòàöèåé B, òîãäà ïåðâûé çàêîí Êèðõãîôà
äëÿ ýòîé öåïè áóäåò èìåòü âèä

BI = χst .
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Ïðèìåð: ýëåêòðè÷åñêèé òîê

Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî òîê ïðîòåêàåò ìèíèìèçèðóÿ ýíåðãèþ

1

2

∑
ij

rij I
2
ij

Ïîñìîòðèì íà ýòî êàê íà çàäà÷ó îïòèìèçàöèè îòíîñèòåëüíî Iij . Ëàãðàíæèàí
èìååò âèä

F (I , λ) =
1

2

∑
ij

rij I
2
ij − λTBI .

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî Iij ïîëó÷àåì

∂

∂Iij
F (I , λ) = rij Iij − λj + λi = 0.
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Ïðèìåð: ýëåêòðè÷åñêèé òîê

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
rij Iij = λi − λj .

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíîé,
êîòîðóþ â ôèçèêå ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîòåíöèàëîì, à ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì êàê çàêîí Îìà.
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Îãðàíè÷åíèÿ â âèäå íåðàâåíñòâ

Ìåòîä Ëàãðàíæà ïîçâîëÿåò ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è ñ
îãðàíè÷åíèåì â âèäå ðàâåíñòâ.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ â âèäå
íåðàâåíñòâ, ñâåñòè êîòîðûå ê ðàâåíñòâîì ñ ñîõðàíåíèåì �õîðîøèõ�
ñâîéñòâ (äèôôåðåíöèðóåìîñòü, âûïóêëîñòü è ò.ä.) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì.

Êàê îêàçàëîñü, ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ìîæíî îáîáùèòü è íà
ñëó÷àé ñ íåðàâåíñòâàìè. Òàêîå îáîáùåíèå áûëî íåçàâèñèìî ïðåäëîæåíî
Âèëüÿìîì Êàðóøåì (1939) è Õàðîëüäîì Êóíîì, Àëüáåðòîì Òàêåðîì
(1951), è íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðèíÿòî íàçûâàòü óñëîâèÿìè
Êàðóøà-Êóíà-Òàêåðà.
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Îãðàíè÷åíèÿ â âèäå íåðàâåíñòâ
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Îãðàíè÷åíèÿ â âèäå íåðàâåíñòâ

Ìåòîä Ëàãðàíæà ïîçâîëÿåò ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è ñ
îãðàíè÷åíèåì â âèäå ðàâåíñòâ.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ â âèäå
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Îãðàíè÷åíèÿ â âèäå íåðàâåíñòâ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g : Rn → Rm è îáëàñòü, çàäàííóþ íåðàâåíñòâîì
g(x) ≤ 0m. Äëÿ îáîáùåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äîñòàòî÷íî ïîäìåòèòü äâà
âàæíûõ ìîìåíòà:

Åñëè gi (x) < 0 è gi (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x∗,
òî gi (x) < 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x∗, à
çíà÷èò ýòî îãðàíè÷åíèå íå âëèÿåò íà
ëîêàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷è äëÿ òî÷êè x∗.

Åñëè gi (x) = 0, òî êàê è â ñëó÷àå
îãðàíè÷åíèé â âèäå ðàâåíñòâ, ∇gi (x∗) çàäàåò
íàïðàâëåíèå, âäîëü êîòîðîãî ñäâèãàòüñÿ
íåëüçÿ. Îòëè÷èå íåðàâåíñòâ ñîñòîèò â òîì,
÷òî íåëüçÿ ñäâèãàòüñÿ òîëüêî ïðîòèâ
ãðàäèåíòà, íî ìîæíî ñäâèãàòüñÿ âäîëü.

g(
x)

≤
0

x∗

g(
x)

≤
0

∇g(x∗)

x∗

∇g(x ∗
) T
(x−

x ∗
) =

0
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Ëåììà î ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Ëåììà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ìèíèìèçèðîâàòü f (x),
ïðè óñëîâèè g(x) ≤ c ,

h(x) = d ,

ãäå c ∈ Rm, d ∈ Rk . Ïóñòü x∗(c , d), λ(c , d), µ(c , d) � ðåøåíèå çàäà÷è è

ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, óäîâëåòâîðÿþùèå

∇f (x∗(c , d)) + λ(c , d)T∇g(x∗(c , d)) + µ(c , d)T∇h(x∗(c , d)) = 0n.

Ãðàäèåíòû ∇gi (x∗(c , d)), ∇hj(x∗(c , d)) ïðè i : gi (x
∗(c , d)) = ci ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Òîãäà

∇c f (x
∗(c , d)) = −λ(c , d),

∇d f (x
∗(c , d)) = −µ(c , d).
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Ëåììà î ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Äîê-âî. Î÷åâèäíûì îáðàçîì, åñëè gi (x
∗(c , d)) < ci , òî

∂

∂ci
f (x∗(c , d)) = 0.

Äàëåå ñ÷èòàåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî gi (x
∗(c , d)) = ci äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,m}.

Ïðèìåíÿÿ óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïîëó÷àåì ñèñòåìó

∇f (x∗(c , d)) + λ(c , d)T∇g(x∗(c , d)) + µ(c , d)Th(x∗(c , d)) = 0n

g(x∗(c , d)) = c ,

h(x∗(c , d)) = d .
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Ëåììà î ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè x∗(c , d) � äèôôåðåíöèðóåìà (âìåñòå ñ
λ(c , d) è µ(c , d)), ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

∇c f (x
∗(c , d)) = ∇x f (x

∗(c , d))∇cx
∗(c , d),

∇d f (x
∗(c , d)) = ∇x f (x

∗(c , d))∇dx
∗(c , d),

∇cg(x
∗(c , d)) = ∇xg(x

∗(c , d))∇cx
∗(c , d),

∇dg(x
∗(c , d)) = ∇xg(x

∗(c , d))∇dx
∗(c , d),

∇ch(x
∗(c , d)) = ∇xh(x

∗(c , d))∇cx
∗(c , d),

∇dh(x
∗(c , d)) = ∇xh(x

∗(c , d))∇dx
∗(c , d).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî

∇cg(x
∗(c , d)) = Im,

∇dg(x
∗(c , d)) = 0,

∇ch(x
∗(c , d)) = 0,

∇dh(x
∗(c , d)) = Ik .
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Ëåììà î ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ýòè ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

∇c f (x
∗(c , d)) = ∇x f (x

∗(c , d))∇cx
∗(c , d) =

−(λ(c , d)T∇xg(x
∗(c , d)) + µ(c , d)T∇xh(x

∗(c , d)))∇cx
∗(c , d) =

−λ(c , d)T ∇xg(x
∗(c , d))∇cx

∗(c , d)︸ ︷︷ ︸
=∇cg(x∗(c,d))=Im

−µ(c , d)T ∇xh(x
∗(c , d))∇cx

∗(c , d)︸ ︷︷ ︸
=∇ch(x∗(c,d))=0

=

−λ(c , d)T

è
∇d f (x

∗(c , d)) = ∇x f (x
∗(c , d))∇dx

∗(c , d) =

−(λ(c , d)T∇xg(x
∗(c , d)) + µ(c , d)T∇xh(x

∗(c , d)))∇dx
∗(c , d) =

−λ(c , d)T ∇xg(x
∗(c , d))∇dx

∗(c , d)︸ ︷︷ ︸
=∇dg(x∗(c,d))=0

−µ(c , d)T ∇xh(x
∗(c , d))∇dx

∗(c , d)︸ ︷︷ ︸
=∇dh(x∗(c,d))=Ik

=

−µ(c , d)T . �
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Óñëîâèÿ Êàðóøà-Êóíà-Òàêåðà

Ïóñòü D ⊂ Rn, D îòêðûòî, f : D → R, g : D → Rm, h : D → Rk � íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ìèíèìèçèðîâàòü f (x),
ïðè óñëîâèè g(x) ≤ 0m,

h(x) = 0k .

Ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè (íàïðèìåð,
∇gi (x∗),∇hi (x∗) ëèíåéíî íåçàâèñèìû), åñëè x∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è,
òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîðà λ ∈ Rm è µ ∈ Rq òàêèå ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ñòàöèîíàðíîñòü: ∇f (x∗) + λT∇g(x∗) + µ∇h(x∗) = 0n.
2. Ïðÿìàÿ âûïîëíèìîñòü: g(x∗) ≤ 0m, h(x

∗) = 0k .
3. Äâîéñòâåííàÿ âûïîëíèìîñòü: λ ≥ 0m (≤ 0m äëÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè).
4. Äîïîëíÿþùàÿ íåæåñòêîñòü: λigi (x

∗) = 0, 1 ≤ i ≤ m.
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Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèé ÊÊÒ

Äëÿ íà÷àëà ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå y1, . . . , ym, z = (y2
1 , . . . , y

2
m)

T

è çàìåòèì, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé

ìèíèìèçèðîâàòü f (x),
ïðè óñëîâèè g(x) + z = 0m,

h(x) = 0k .

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

F (x , y , λ, µ) = f (x) + λT (g(x) + z) + µTh(x).

Åñëè x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è, òî èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ïîëó÷àåì, ÷òî
ñóùåñòâóþò âåêòîðû λ, µ òàêèå, ÷òî

∇xF (x
∗, y∗, λ, µ) = ∇f (x∗) + λT∇g(x∗) + µ(c , d)Th(x∗) = 0n,

∂

∂yi
F (x∗, y∗, λ, µ) = −2λiy∗i = 0,

Çàìåòèì, ÷òî åñëè λi = 0, òî 0 = λig(x
∗)i . Åñëè æå λi 6= 0, òî yi = 0, à

çíà÷èò gi (x) = −y2
i = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò

λigi (x
∗) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèé ÊÊÒ

Èç ëåììû î ÷óâñòâèòåëüíîñòè èìååì

−λT = ∇c f (x
∗)|c=0.

Î÷åâèäíûì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè ëþáîé êîìïîíåíòû âåêòîðà c â
íåðàâåíñòâå g(x) ≤ c âåäåò çà ñîáîé óâåëè÷åíèå ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ýòî
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ⇒ ∇c f (x

∗) ≤ 0 ⇒ λ ≥ 0m �.
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Ïðèìåð: water-�lling

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ìèíèìèçèðîâàòü −∑n
i=1 log(αi + xi ),

ïðè óñëîâèè x ≥ 0,
1Tn x = 1,

ãäå αi > 0. Ââåäåì äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå λ ∈ Rn äëÿ íåðàâåíñòâà x ≥ 0
è µ ∈ R äëÿ ðàâåíñòâà 1Tn x = 1. Ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè

− 1

αi + xi
− λi + µ = 0.

Äâîéñòâåííàÿ âûïîëíèìîñòü
λ ≥ 0.

Äîïîëíÿþùàÿ íåæåñòêîñòü
λixi = 0.
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Ïðèìåð: water-�lling

Îò λ ìîæíî èçáàâèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

− 1

αi + xi
− λi + µ = 0, λ ≥ 0⇔ − 1

αi + xi
+ µ ≥ 0.

Äîïîëíÿþùàÿ íåæåñòêîñòü ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(
µ− 1

αi + xi

)
xi = 0.

Åñëè µ < 1
αi
, òî xi > 0, òàê êàê ïðè xi = 0

µ ≥ 1

αi + xi
=

1

αi
,

à çíà÷èò èç óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî µ = 1/(αi + xi ).
Åñëè µ ≥ 1

αi
, òî xi = 0, òàê êàê ïðè xi > 0

µ ≥ 1

αi
>

1

αi + xi
,

÷òî íàðóøàåò óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè.
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Ïðèìåð: water-�lling

Èòîãî èìååì

xi =

{
1/µ− αi µ < 1/αi ,
0, µ ≥ 1/αi .

Â áîëåå ïðîñòîé ôîðìå, xi = max{0, 1/µ− αi}. Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå
óñëîâèå ïîëó÷àåì

L(1/µ) =
n∑

i=1

max{0, 1/µ− αi} = 1.

Çàìåòèì, ÷òî L � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè ýòîì L(−∞) = 0,
L(+∞) = +∞, L(t) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè t > mini αi è L(mini αi ) = 0, à
çíà÷èò óðàâíåíèå L(t) = 1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Ïðèìåð: water-�lling

Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ L(t) = 1 çà÷àñòóþ íàçûâàþò water-�lling algorithm

(O(n log n) èëè O(n), åñëè èçâåñòåí îòñîðòèðîâàííûé ïîðÿäîê αi ) èç-çà òîãî,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå xi íàïîìèíàþò ðàñïðåäåëåíèå âîäû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå

αi

xi

1/µ
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Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Ëàãðàíæèàí:
L(x , λ, µ) = f (x) + λTg(x) + µTh(x).

Äâîéñòâåííîé ôóíêöèåé Ëàãðàíæà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

q(λ, µ) := inf
x∈D

L(x , λ, µ).

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à:

ìàêñèìèçèðîâàòü q(λ, µ),
ïðè óñëîâèè λ ≥ 0m,

×àñòî óäîáíî íåïîñðåäñòâåííî äîáàâëÿòü ê ýòîé çàäà÷å îãðàíè÷åíèå
q(λ, µ) > −∞.
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Ñâîéñòâà äâîéñòâåííîé çàäà÷è

Ôóíêöèÿ q � âîãíóòà (âûïóêëà ââåðõ): L(x , λ, µ) ëèíåéíà ïî λ è µ äëÿ
ëþáîãî x , à çíà÷èò, âîãíóòà ïî λ è µ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè F (x , y)
âîãíóòà ïî y äëÿ ëþáîãî x , òî infx F (x , y) òàêæå âîãíóòà. Êàê ñëåäñòâèå,
äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à âñåãäà èìååò ðåøåíèå.

Åñëè óñëîâèÿ g(x) = 0m, h(x) = 0k âûïîëíèìû, òî äëÿ ëþáûõ
äîïóñòèìûõ x è λ ≥ 0m, µ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

q(λ, µ) ≤ f (x).

Ïóñòü x � äîïóñòèìàÿ òî÷êà, òîãäà

f (x) ≥ f (x) + λTg(x)︸ ︷︷ ︸
≤0

+µTh(x)︸ ︷︷ ︸
=0

≥ inf
x∈D

L(x , λ, µ) = q(λ, µ).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îáå çàäà÷è ðàçðåøèìû, òî äëÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé
x∗, λ∗, µ∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

q(λ∗, µ∗) ≤ f (x∗).

Ýòî ñâîéñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü ñëàáîé äâîéñòâåííîñòüþ.
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Ñèëüíàÿ äâîéñòâåííîñòü

Î÷åâèäíûì îáðàçîì, åñëè äëÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííûõ çàäà÷ íàéäåíû òàêèå
çíà÷åíèÿ x∗, λ∗, µ∗, ÷òî

f (x∗) = q(λ∗, µ∗),

òî x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è, à λ∗, µ∗ � ðåøåíèå
äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Ñâîéñòâî, êîãäà òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà, ïðèíÿòî
íàçûâàòü ñèëüíîé äâîéñòâåííîñòüþ. Ê ñîæàëåíèþ, ñèëüíàÿ äâîéñòâåííîñòü
íå âñåãäà èìååò ìåñòî. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîå óñëîâèå âûïîëíåíèå
ñèëüíîé äâîéñòâåííîñòè � òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå Ñëåéòåðà: Åñëè â çàäà÷å

ìèíèìèçèðîâàòü f (x),
ïðè óñëîâèè g(x) ≤ 0m,

Ax = b

ñ âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè f , g ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x̃ , ÷òî g(x̃) < 0m,
Ax̃ = b, òî äëÿ ýòîé çàäà÷è è äâîéñòâåííîé ê íåé âûïîëíÿåòñÿ ñèëüíàÿ
äâîéñòâåííîñòü.
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