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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R (èëè C). Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
íà X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ 〈·, ·〉 : X × X → R(èëè C), îáëàäàþùåé
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

1 Ñèììåòðè÷íîñòü
〈x , y〉 = 〈y , x〉, x , y ∈ X ,

ãäå y � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå y .

2 Ëèíåéíîñòü

〈αx , y〉 = α〈x , y〉, x , y ∈ X ,

〈x + z , y〉 = 〈x , y〉+ 〈z , y〉, x ∈ X , α ∈ R(C).

3 Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü, 〈x , x〉 ∈ R è

〈x , x〉 ∈ R ≥ 0

〈x , x〉 ∈ R = 0⇔ x = 0.
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn: x = (x1, . . . , xn)
T ,

y = (y1, . . . , yn)
T , òîãäà

〈x , y〉 =
n∑

i=1

xiyi = xT y = yT x .

Ïîñëåäíåå îáîçíà÷åíèå � ñòàíäàðòíîå ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå, â
äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàíî â îñíîâíîì òîëüêî îíî.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cn:

〈x , y〉 =
n∑

i=1

xiyi = y†x .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé èç C ([a, b]):

〈f , g〉 =
∫ b

a

f (x)g(x)dx
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Íîðìà è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R(èëè C). Íîðìîé íà X íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ || · || : X → R, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

1 Ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü

||x || ≥ 0, ||x || = 0⇔ x = 0, x ∈ X .

2 Ãîìîãåííîñòü
||αx || = |α| · ||x ||, x ∈ X , α ∈ R(C).

3 Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

||x + y || ≤ ||x ||+ ||y ||, x , y ∈ X .
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Íîðìà è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Íîðìà, èíäóöèðîâàííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì: åñëè 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå, òî ||x || =

√
〈x , x〉 � íîðìà.

p-íîðìà â Rn: ïóñòü p ≥ 1, òîãäà ôóíêöèÿ

g(x) =

(
n∑

i=1

|xi |p
)1/p

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé. Ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå ||x ||p := g(x). Ïðè p = 2 ïîëó÷àåì
åâêëèäîâó íîðìó, îíà æå ÿâëÿåòñÿ íîðìîé, èíäóöèðîâàííîé ñòàíäàðòíûì
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â Rn:

||x ||22 =
n∑

i=1

x2i = xT x .

Â äàëüíåéøåì ïî óìîë÷àíèþ â Rn áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ èìåííî ýòà íîðìà.
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Íîðìà è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Ïðè p = 1 ïîëó÷àåì

||x ||1 =
n∑

i=1

|xi |.

Ôóíêöèÿ ||x ||∞ = limp→∞ ||x ||p òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìîé:

||x ||∞ = lim
p→∞

||x ||p = lim
p→∞

(
n∑

i=1

|xi |p
)1/p

= lim
p→∞

maxj |xj |


n∑

i=1

( |xi |
maxj |xj |

)p

︸ ︷︷ ︸
1≤...≤n


1/p

= maxj |xj |.
Ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ íîðìîé: åñëè || · || � íîðìà, òî ρ(x , y) = ||x − y || �
ìåòðèêà.
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Îïåðàòîðíàÿ è äâîéñòâåííàÿ íîðìû

Åñëè || · || � íîðìà â X , èíäóöèðîâàííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî

||A||op := sup
x∈X

||Ax ||
||x ||

íîðìà â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ íàä X .

Äâîéñòâåííàÿ íîðìà: åñëè || · || � íîðìà â X , òî

||s||∗ := supx∈X
|〈s, x〉|
||x ||

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä X
(îáîçíà÷àåòñÿ X ∗). Äâîéñòâåííàÿ íîðìà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðíîé íîðìîé:
||s||∗ = ||〈s, ·〉||op. Îñíîâíîå ñâîéñòâî ýòèõ íîðì:

||Ax || ≤ ||A||op||x ||
〈s, x〉 ≤ ||s||∗||x ||.
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Îïåðàòîðíàÿ è äâîéñòâåííàÿ íîðìû

Ïóñòü p, q > 0, p−1 + q−1 = 1. Èç íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà

|〈s, x〉|
||x ||p

≤ ||s||q||x ||p||x ||p
= ||s||q,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè s = x , à çíà÷èò || · ||q � íîðìà,
äâîéñòâåííàÿ ê || · ||p. Â ÷àñòíîñòè, åâèêëèäîâà íîðìà äâîéñòâåííà ñàìà ñåáå.
Òàêæå, || · ||1 äâîéñòâåííà ê || · ||∞.

Íàêîíåö, äâîéñòâåííîñòü ñèììåòðè÷íà, ò.å.

||x ||∗∗ = ||x ||.
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Äèôôåðåíöèðóåìîñòü îäíîìåðíîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f : D ⊂ R→ R, x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D. Ãîâîðÿò, ÷òî f
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå a, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

f (x + h) = f (x) + ah + o(h).

×èñëî a ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðîèçâîäíîé f â òî÷êå x .

Çàìå÷àíèå 1. Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå A ∈ D, åñëè îíà
äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå A, îáîçíà÷àåòñÿ f ∈ C (1)(A). Ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè f � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé òî÷êå ïðîèçâîäíóþ f â ýòîé
òî÷êå, îáîçíà÷àåòñÿ f ′, df

dx èëè d
dx f .

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè f ′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé, òî
ãîâîðÿò, ÷òî f � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f �

ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâîäíîé f , îáîçíà÷àåòñÿ f ′′, d2f
dx2 èëè d2

dx2 f . Ïîñëåäóþùèå

ïðîèçâîäíûå ââîäÿòñÿ èíäóêòèâíî, îáîçíà÷àþòñÿ f (n), dnf
dxn èëè dn

dxn , äëÿ

äèôôåðåíöèðóåìîñòè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå f ∈ C (n)(A).
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Ðÿä Òåéëîðà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f ∈ C (n)([a, b]), x ∈ (a, b), ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f â òî÷êå x
íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå f â òî÷êå x

f (x + h) =
n∑

i=0

f (n)(x)
hn

n!
+ R(x , h).

Çàìå÷àíèå 1. Îñòàòîê â ôîðìå Ïåàíî:

f (x + h) =
n∑

i=0

f (n)(x)
hn

n!
+ o(hn).

Çàìå÷àíèå 2. Îñòàòîê â ôîðìå Ëàãðàíæà (f ∈ C (n+1)([a, b])): Ñóùåñòâóåò
òî÷êà c ∈ (x , x + h), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

f (x + h) =
n∑

i=0

f (n)(x)
hn

n!
+ f (n+1)(c)

hn+1

(n + 1)!
.

Çàìå÷àíèå 3. Åñòü è äðóãèå ôîðìû îñòàòêà: èíòåãðàëüíàÿ, Êîøè è ò. ä.
Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáÀÓ) Îñíîâû àíàëèçà 10 / 31



×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ãðàäèåíò

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f : D ⊂ Rn → R, D1 = {z | z ∈ R, y ∈ Rn−1, (z , y) ∈ D}, g ∈ D1 → R,
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D è ïðè ýòîì

g(z) = f (z , x2, . . . , xn).

×àñòíîé ïðîèçâîäíîé f ïî ïåðåìåííîé x1 â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ

ôóíêöèè g â òî÷êå x1, îáîçíà÷àåòñÿ
∂f
∂x1

(x), ∂
∂x1

f (x) èëè ∇x1 f (x).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x2, . . . , xn.

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîð
(

∂f
∂x1

(x), . . . , ∂f
∂xn

(x)
)T

íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f â òî÷êå x .

Îáîçíà÷àåòñÿ ∇f (x).

Çàìå÷àíèå. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå: åñëè ñóùåñòâóåò
ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå f (x + h) = f (x) + aTh + o(||h||), òî f èìååò âñå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðè ýòîì a = ∇f (x).
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Ãåññèàí

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f : D ⊂ Rn → R, f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò
ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà H òàêàÿ, ÷òî

f (x + h) = f (x) +∇f (x)Th +
1

2
hTHh + o(||h||2),

òî f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x , à ìàòðèöó H ïðèíÿòî íàçûâàòü
ìàòðèöåé Ãåññå, ãåññèàíîì èëè ìàòðèöåé âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ è îáîçíà÷àòü

∇2f (x).

Çàìå÷àíèå 1. Â ýòîì îïðåäåëåíèè ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì ïðèáëèæåíèåì, ÷òî åñòü íè ÷òî èíîå êàê ðÿä Òåéëîðà äëÿ
ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è
äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè x , òî ∇2f (x) = ∇(∇f (x)).
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Âûïóêëîñòü ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïîäìíîæåñòâî D íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R íàçûâàåòñÿ
âûïóêëûì, åñëè ∀t ∈ (0, 1), x , y ∈ D âûïîëíÿåòñÿ

tx + (1− t)y ∈ D.
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Âûïóêëîñòü ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü D ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ f : D → R íàçûâàåòñÿ
âûïóêëîé, åñëè ∀x , y ∈ D, 0 < t < 1 âûïîëíÿåòñÿ

f (tx + (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t)f (y).

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü D ⊂ Rn � âûïóêëîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ f : D → R
íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé ñ êîíñòàíòîé m > 0, åñëè ∀x , y ∈ D, 0 < t < 1
âûïîëíÿåòñÿ

f (tx + (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t)f (y)− t(1− t)
m

2
||x − y ||22.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìàëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïóêëîñòü � ýòî ñèëüíàÿ
âûïóêëîñòü ñ êîíñòàíòîé m = 0.
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Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Òåîðåìà (Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà)

Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà, òî ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü f c ïàðàìåòðîì m
ðàâíîñèëüíà

f (y) ≥ f (x) +∇f (x)T (y − x) +
m

2
||y − x ||2 ∀x , y ∈ D.

Äîê-âî. Åñëè f âûïóêëà è äèôôåðåíöèðóåìà, òî äëÿ 0 < t < 1

f (x + t(y − x)) ≤ f (x) + t(f (y)− f (x))− t(1− t)
m

2
||x − y ||2.

Ïîñëå äåëåíèÿ t è ïåðåíîñà ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåì

f (y) ≥ f (x) +
f (x + t(y − x))− f (x)

t
+ (1− t)

m

2
||x − y ||2.

Óñòðåìëÿÿ t ê íóëþ ïîëó÷àåì æåëàåìîå íåðàâåíñòâî.

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáÀÓ) Îñíîâû àíàëèçà 15 / 31



Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè x , y ∈ D, z = tx + (1− t)y è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

f (x) ≥ f (z)+∇f (z)T (x−z)+m

2
||x−z ||2, f (y) ≥ f (z)+∇f (z)T (y−z)+m

2
||y−z ||2,

òî ñêëàäûâàÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî óìíîæåííîå íà t è âòîðîå íåðàâåíñòâî
óìíîæåííîå íà 1− t, ó÷èòûâàÿ x − z = (1− t)(x − y), y − z = t(y − x)
ïîëó÷àåì

tf (x) + (1− t)f (y) ≥ f (z) + t(1− t)∇f (z)T (x − y) + (1− t)t∇f (z)T (y − x)

+ t2(1− t)
m

2
||x − y ||2 + (1− t)2t

m

2
||x − y ||2

= f (z) + t(1− t)
m

2
||x − y ||2 �
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Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äðóãîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñëîæèâ íåðàâåíñòâà

f (y) ≥ f (x) +∇f (x)T (y − x) +
m

2
||x − y ||2

è
f (x) ≥ f (y) +∇f (y)T (x − y) +

m

2
||x − y ||2

ïîëó÷àåì
(∇f (x)−∇f (y))T (x − y) ≥ m||x − y ||2.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó: èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

f (y) = f (x) +

∫ 1

0

∇f (x + t(y − x))T (y − x)dt

= f (x) +∇f (x)T (y − x) +

∫ 1

0

(∇f (x + t(y − x))−∇f (x))T (y − x)︸ ︷︷ ︸
≥tm||y−x||2

dt

≥ f (x) +∇f (x)T (y − x) +
m

2
||y − x ||2
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Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Òåîðåìà (Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà)

Åñëè f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òî ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü f ñ ïàðàìåòðîì m
ðàâíîñèëüíà

∇2f (x) � mI ∀x ∈ D.

Äîê-âî. Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè f è ñèëüíîé âûïóêëîñòè f
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

(∇f (x + t(y − x))−∇f (x))T t(y − x) ≥ mt2||x − y ||2.

Äåëèì íà t2 è óñòðåìëÿåì t ê íóëþ:

(y − x)T∇2f (x)(y − x) ≥ m||x − y ||2 = (y − x)T (mI )(y − x).
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Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó: èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â èíòåãðàëüíî
ôîðìå

f (y) = f (x) +∇f (x)T (y − x) +

∫ 1

0

(y − x)T∇2f (x + t(y − x))(y − x)dt

≥ f (x) +∇f (x)T (y − x) +

∫ 1

0

tm||y − x ||2dt

≥ f (x) +∇f (x)T (y − x) +
m

2
||y − x ||2 �
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Ñâÿçü âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ è ôóíêöèé

Òåîðåìà (Î íàäãðàôèêå âûïóêëîé ôóíêöèè)

Ïóñòü D � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. f : D ⊂ Rn → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî G = {(x , y) | x ∈ D, y ∈ R, y ≥ f (x)} âûïóêëî.

Äîê-âî. Íåîáõîäèìîñòü: äëÿ ëþáûõ òî÷åê (x , y), (u, v) ∈ G è 0 ≤ t ≤ 1
ïîëó÷àåì

ty + (1− t)v ≥ tf (x) + (1− t)f (u) = tf (x) + (1− t)f (u) ≥ f (tx + (1− t)u).

Ñëåäîâàòåëüíî, t(x , y) + (1− t)(u, v) ∈ G, à çíà÷èò G âûïóêëî.
Äîñòàòî÷íîñòü: äëÿ ëþáûõ òî÷åê x , u ∈ Rn ïî îïðåäåëåíèþ
(x , f (x)), (u, f (u)) ∈ G. Äëÿ 0 ≤ t ≤ 1 èç âûïóêëîñòè G ïîëó÷àåì

t(x , f (x)) + (1− t)(u, f (u)) ∈ G

èç ÷åãî ñëåäóåò
f (tx + (1− t)u) ≤ tf (x) + (1− t)f (u)
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Ñâÿçü âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ è ôóíêöèé

Òåîðåìà (Î âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà, çàäàííîì íåðàâåíñòâîì)

Åñëè f : D ⊂ Rn → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, D � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, c ∈ R,
òîãäà ìíîæåñòâî E = {x ∈ D | f (x) ≤ c} âûïóêëî.

Äîê-âî. Ïóñòü x , y ∈ E, òîãäà äëÿ 0 ≤ t ≤ 1

f (tx + (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t)f (y) ≤ tc + (1− t)c = c ,

à çíà÷èò tx + (1− t)y ∈ E è, ñëåäîâàòåëüíî, E âûïóêëî.
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Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉, D ⊂ X .
Îïîðíîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà D íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

φD(x) := sup
y∈D
〈x , y〉.
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Ïðåäñòàâëåíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ïåðåñå÷åíèåì

ïîëóïðîñòðàíñòâ

Òåîðåìà (Î ïðåäñòàâëåíèè çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ)

Ïóñòü D ∈ Rn � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òîãäà

D = ∩x∈Rn{y ∈ Rn | 〈x , y〉 ≤ φD(x)}

Äîê-âî. Åñëè x ∈ D, òî äëÿ ëþáîãî z ∈ Rn: 〈z , x〉 ≤ supy∈D〈z , y〉 = φD(z),
ò. å. x ∈ {y ∈ Rn | 〈z , y〉 ≤ φD(z)}, à çíà÷èò x ïðèíàäëåæèò
ñîîòâåòñòâóþùåìó ïåðåñå÷åíèþ.
Ïóñòü x /∈ D, D � çàìêíóòî, òî ñóùåñòâóþò a ∈ Rn, c ∈ R (ðàçäåëÿþùàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü) òàêèå, ÷òî{

〈a, y〉 < c ∀y ∈ D,
〈a, x〉 > c .

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáÀÓ) Îñíîâû àíàëèçà 23 / 31



Ïðåäñòàâëåíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ïåðåñå÷åíèåì

ïîëóïðîñòðàíñòâ

Òàêèì îáðàçîì
φD(a) = sup

y∈D
〈a, y〉 ≤ c ,

à çíà÷èò x /∈ {z ∈ Rn | 〈z , a〉 ≤ f (a)} è, ñëåäîâàòåëüíî, D ñîâïàäàåò ñ
óêàçàííûì ïåðåñå÷åíèåì. �

Çàìå÷àíèå 1. Â îáùåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïåðåñå÷åíèå çàäàåò âûïóêëóþ
îáîëî÷êó çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà D.

Çàìå÷åíèå 2. Åñëè îïîðíûå ôóíêöèè äâóõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
ñîâïàäàþò, òî ñîâïàäàþò è ñàìè ìíîæåñòâà.
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îïîðíîé ôóíêöèè

x∗

〈a, x〉 =
φD (a)

a

D

x∗ = argmaxD〈a, x〉
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Íåÿâíî çàäàííûå ôóíêöèè

Òåîðåìà (Î íåÿâíîé ôóíêöèè)

Ïóñòü f : Rn+m → Rm, f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè
(x∗, y∗), f (x∗, y∗) = 0m, |∇y f (x

∗, y∗)| 6= 0, òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà
Vx ∈ Rn, x∗ ∈ Vx , Vy ∈ Rm, y∗ ∈ Vy è åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ : Vx → Vy

òàêàÿ, ÷òî
f (x , ϕ(x)) = 0m ∀x ∈ Vx .

Áîëåå òîãî, ϕ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà Vx è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∇ϕ(x) = −[∇y f (x , y)]
−1∇x f (x , y).
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Íåÿâíî çàäàííûå ôóíêöèè

Äîê-âî. Èíäóêöèÿ ïî m. Äëÿ m = 1 èìååì ∇y f (x
∗, y∗) 6= 0, íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∇y f (x
∗, y∗) > 0. Èç íåïðåðûâíîñòè ∇y f

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ∇y f (x
∗, y) > 0 ïðè |y − y∗| ≤ ε.

Ñëåäîâàòåëüíî f (x∗, y − ε) < 0 < f (x∗, y + ε). Ïóñòü
Vy = {y ∈ R | |y − y∗| ≤ ε}.

Èç íåïðåðûâíîñòè f è ∇y f ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî
f (x , y − ε) < 0 < f (x , y + ε) è ∇y f (x , y) > 0 ïðè y ∈ Vy , ||x − x∗|| ≤ δ. Ïóñòü
Vx = {x ∈ Rn | ||x − x∗|| ≤ δ}.

Çàôèêñèðóåì x ∈ Vx . Èç íåïðåðûâíîñòè f è ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè f (x , ·) ïðè
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé òî÷êè ϕ(x) òàêîé, ÷òî f (x , ϕ(x)) = 0.

Ïóñòü x , x + h ∈ Vx . Ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà

0 = f (x + h, ϕ(x + h))− f (x , ϕ(x))

= ∇x f (x
′, ϕ(x)′)Th +∇y f (x

′, ϕ(x)′)T (ϕ(x + h)− ϕ(x)),

ãäå (x ′, ϕ(x)′) � òî÷êà íà îòðåçêå ñ êîíöàìè (x , ϕ(x)), (x + h, ϕ(x + h)).
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Íåÿâíî çàäàííûå ôóíêöèè

Òàê êàê Vx × Vy � êîìïàêò, à ∇y f íåïðåðûâíà è
∇y f (x , y) > 0, x ∈ Vx , y ∈ Vy , òî ∃α > 0 : ∇y f (x , y) ≥ α, à çíà÷èò

|∇y f (x
′, ϕ(x)′)| · |ϕ(x ′)− ϕ(x)| = ||∇x f (x

′, ϕ(x)′)(x ′ − x)||,

|ϕ(x ′)− ϕ(x)| ≤ 1

α
||∇x f (x

′, ϕ(x)′)(x ′ − x)|| x′→x−−−→ 0,

à çíà÷èò ϕ íåïðåðûâíà íà Vx . Äàëåå

0 = f (x + th, ϕ(x + th))− f (x , ϕ(x))

= t∇x f (x
′, ϕ(x)′)Th +∇y f (x

′, ϕ(x)′)T (ϕ(x + th)− ϕ(x)).

Äåëèì íà t è óñòðåìëÿåì t ê íóëþ

lim
t→0

ϕ(x + th)− ϕ(x)
t

= −∇y f (x , ϕ(x))
−1∇x f (x , ϕ(x))

Th.

À çíà÷èò ϕ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà Vx .
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Íåÿâíî çàäàííûå ôóíêöèè

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä: òàê êàê |∇y f (x
∗, y∗)| 6= 0, òî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî

èíäåêñà i âûïîëíÿåòñÿ ∂fi
∂y1
6= 0. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

i = 1. Èç äîêàçàííîé áàçû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò Vx ∈ Rn, Vy ⊂ R è
åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ : Vx → Vy òàêàÿ, ÷òî f1(x , ψ(x)) = 0.

Îáîçíà÷èì g(x , y) = (f2(x , y), . . . , fm(x , y))
T . Èç èíäóêöèîííîãî

ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò V ′x ∈ Rn, V ′y ⊂ R è åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ γ : V ′x → V ′y òàêàÿ, ÷òî g(x , γ(x)) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

íåîáõîäèìóþ ôóíêöèþ ϕ : Vx ∩ V ′x → Vy × V ′y , ϕ(x) =

[
ψ(x)
γ(x)

]
.

Íàêîíåö, äèôôåðåíöèðóÿ f (x , ϕ(x)) ïîëó÷àåì

0 = ∇x(f (x , ϕ(x))) = ∇x f (x , ϕ(x)) +∇y f (x , ϕ(x))∇ϕ(x).

∇ϕ(x) = −[∇y f (x , ϕ(x))]
−1∇x f (x , ϕ(x)). �
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Íåÿâíî çàäàííûå ôóíêöèè

Çàìå÷àíèå. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

0n+m 6= (x , y) ∈ Rn+m, ∇f (x∗, y∗)
[

x
y

]
= 0m ñóùåñòâóåò êðèâàÿ

ψ : [−a, a]→ Rn+m, a > 0 òàêàÿ, ÷òî
f (ψ(t)) = 0m,

ψ(0) =

[
x∗

y∗

]
,

d
dtψ(0) =

[
x
y

]
,

Äîê-âî. Ïóñòü h ∈ Rn, ðàññìîòðèì

ψ(t) =

[
x∗ + th
ϕ(x∗ + th)

]
Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì f (ψ(t)) =
f (x∗ + th, ϕ(x∗ + th)) = 0m. Äèôôåðåíöèðóÿ ψ(t) ïîëó÷àåì

∇ψx(t) = h,

∇ψy (t) = ∇ϕ(x∗+th)h = −[∇y f (x
∗+th, ϕ(x∗+th))]−1∇x f (x

∗+th, ϕ(x∗+th))h.
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Íåÿâíî çàäàííûå ôóíêöèè

Ñëåäîâàòåëüíî íóæíî âçÿòü h = x . Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó

∇f (x∗, y∗)
[

x
y

]
= 0m ïîëó÷àåì

y = −[∇y f (x
∗, y∗)]−1∇x f (x

∗, y∗)x ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ∇ψy (0).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òàêàÿ êðèâàÿ ñóùåñòâóåò, òî äèôôåðåíöèðóÿ ïî t
ðàâåíñòâî f (ψ(t)) = 0m ïîëó÷àåì

0m =
d

dt
f (ψ(t))

∣∣∣∣
t=0

= ∇f (ψ(0))∇ψ(0) = ∇f (x∗, y∗)
[

x
y

]
.
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