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1.1 (0,5 áàëëà). Âûðàçèòü êîëè÷åñòâî α′(T ) ðåáåð â ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè äëÿ äåðåâà
T ÷åðåç êîëè÷åñòâî åãî âåðøèí n è êîëè÷åñòâî k ýëåìåíòîâ â ìàêñèìàëüíîì âåðøèííî íåçàâè-
ñèìîì ìíîæåñòâå.

(a) (b)

Ðèñ. 1

1.2 (1 áàëë). Íàéòè ìàêñèìàëüíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ â ïðèâåäåííûõ íà ðèñ.1 ãðàôàõ. Äîêàçàòü,
÷òî äàííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ ìàêñèìàëüíû.

1.3 (0,5 áàëëà). Íàéòè êîëè÷åñòâî X-íàñûùåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðàôå
Kn,m ñ äîëÿìè X è Y , |X| = n, |Y | = m, n 6 m.

(a) (b)

Ðèñ. 2

1.4 (1 áàëë). Êàêèå èç ãðàôîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ.2, èìåþò X-íàñûùåííîå ïàðîñî÷åòàíèå?

Ðèñ. 3

1.5 (1,5 áàëëà). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñëàáîé îïòèìàëüíîñòè, äîêàçàòü, ÷òî â èçîáðàæåííîì íà
ðèñ.3 ãðàôå G ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå îòñóòñòâóåò.



1.6 (1 áàëë). Äîêàçàòü, ÷òî â íåïóñòîì k-ðåãóëÿðíîì äâóäîëüíîì ãðàôå âñåãäà ñóùåñòâóåò
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

1.7 (1 áàëë). Â ãðóïïå èìåþòñÿ øåñòü ñòóäåíòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé è òðåòèé ñòóäåíòû
âìåñòå ðàáîòàþò íàä íàó÷íûì ïðîåêòîì, âòîðîé è ÷åòâåðòûé âìåñòå ïîñåùàþò ñïåöêóðñ, ïåð-
âûé, âòîðîé è ïÿòûé âìåñòå çàíèìàþòñÿ ñïîðòîì, òðåòèé è ïÿòûé âìåñòå õîäÿò íà çàíÿòèÿ
ïî àíãëèéñêîìó ÿçûêó, è, íàêîíåö, ïÿòûé è øåñòîé ñòóäåíòû âìåñòå èãðàþò â êîìïüþòåðíûå
èãðû. Îêàçàëîñü, ÷òî â îäèí èç äíåé âñå ýòè äåëà íóæíî ïðîâåñòè îäíîâðåìåííî. Ìîæíî ëè òàê
ðàñïðåäåëèòü ñòóäåíòîâ ïî çàíÿòèÿì, ÷òîáû êàæäîå èç ýòèõ äåë íå ñîðâàëîñü?

1.8 (1,5 áàëëà). Ïóñòü â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ] ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû x ∈ X áîëüøå
èëè ðàâíà ñòåïåíè ëþáîé âåðøèíû y ∈ Y . Äîêàçàòü, ÷òî â G[X, Y ] ñóùåñòâóåò X-íàñûùåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå.

1.9 (1,5 áàëëà). Ìàòðèöåé P ïåðåñòàíîâîê íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ áèíàðíàÿ ìàòðèöà, â êîòî-
ðîé ðîâíî îäíà åäèíèöà ñòîèò â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå. Ëþáàÿ òàêàÿ ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè σ. Äîêàçàòü, ÷òî ëþ-
áàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n×n, ñîñòîÿùàÿ èç íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, âûðàæàåòñÿ â âèäå
ñóììû k ìàòðèö ïåðåñòàíîâîê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå, à òàêæå
ñóììà ÷èñåë â ëþáîì ñòîëáöå ðàâíû k.

1.10 (1,5 áàëëà). Äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé Q íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëü-
íàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé ñóììà ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå è ñóììà ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå ðàâíÿåòñÿ
åäèíèöå. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ìàòðèöà Q ïðåäñòàâèìà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

Q = c1 · P1 + . . .+ cm · Pm,

ãäå Pi � ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê, ci � âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ
ðàâíà åäèíèöå.

1.11 (1 áàëë). Äîêàçàòü òåîðåìó Õîëëà, èñïîëüçóÿ âåðøèííóþ òåîðåìó Ìåíãåðà.

1.12 (1,5 áàëëà). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè |N(S)| > |S| äëÿ ëþáîãî ∅ 6= S ⊂ X â äâóäîëüíîì ãðàôå
G[X, Y ], òî ëþáîå ðåáðî ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó X-íàñûùåííîìó ïàðîñî÷åòàíèþ M .

1.13 (1,5 áàëëà). Èìååòñÿ êîëîäà èç n · m êàðò, ïî îäíîé êàðòå äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ìàñòè
èç [m] è äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ äîñòîèíñòâà èç [n]. Ìû ðàñêëàäûâàåì ýòè êàðòû â m ðÿäîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî n êàðò. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêëàäêå ýòèõ êàðò
ìîæíî âñåãäà íàéòè m êàðò ðàçíûõ ìàñòåé, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ëåæàò â îäíîì è òîì
æå ñòîëáöå.

1.14 (2 áàëëà). Ïóñòü â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ] ñóùåñòâóåò X-íàñûùåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.
Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ð¼áåð â G[X, Y ], êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò íè îäíîìó X-íàñûùåííîìó
ïàðîñî÷åòàíèþ, íå ïðåâîñõîäèò

(|X|
2

)
. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè

|X|.

1.15 (1,5 áàëëà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ïðîñòîì äâóäîëü-
íîì ãðàôå G ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà k. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî â òàêîì ãðàôå îòñóòñòâóåò çâåçäà,
ïîñòðîåííàÿ íà l ðåáðàõ. Ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó íà êîëè÷åñòâî |E(G)| ðåáåð â ýòîì ãðàôå
÷åðåç ÷èñëà k è l.


