
Çàäà÷à 1, ïðîñòàÿ

íàéòè ýêñòðåìóì 5x2 + 4xy + y2

ïðè óñëîâèè x+ y = 1

x, y ≥ 0

Ïîäñòàíîâêîé y = 1− x ïîëó÷àåì

5x2 + 4xy + y2 = 5x2 + 4x(1− x) + (1− x)2 = 2x2 + 2x+ 1

è
x, y ≥ 0 ⇔ x, 1− x ≥ 0 ⇔ 0 ≤ x ≤ 1

Âåðøèíà ïàðàáîëû: −1/2 < 0, çíà÷èò ìèíèìóì è ìàêñèìóì äîñòèãàþòñÿ íà
êîíöàõ: 1 ïðè x = 0 è 5 ïðè x = 1.

Çàäà÷à 2, ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà

max
t∈[−1,1]

|t2 + x1t+ x2| → min

Äëÿ íà÷àëà ñäåëàåì çàìåíó c öåëüþ âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà α =
−x1/2, β = x2 − x21/4, òîãäà

t2 + x1t+ x2 = (t− α)2 + β.

Ðåøåíèå 1.

max
t∈[−1,1]

|f(t)| = max

{
max

t∈[−1,1]
f(t),− min

t∈[−1,1]
f(t)

}
.

Ó ðàññìàòðèâàåìîé ïàðàáîëû ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëîæèòåëåí, çíà÷èò
ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà, à ìèíèìóì íà îäíîì èç
êîíöîâ îòðåçêà â ñëó÷àå α /∈ [−1, 1] è â âåðøèíå t = α ïðè α ∈ [−1, 1].

Ïóñòü α /∈ [−1, 1], ïîëîæèì α > 1, ñëó÷àé α < 1 èäåíòè÷åí.

max
t∈[−1,1]

(t− α)2 + β = (−1− α)2 + β

min
t∈[−1,1]

(t− α)2 + β = (1− α)2 + β

max
t∈[−1,1]

|(t− α)2 + β| = max{(1 + α)2 + β,−(1− α)2 − β}
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Ïðè ôèêñèðîâàííîì α ìèíèìóì ýòîãî ìàêñèìóìà äîñòèãàåòñÿ äëÿ òàêî-
ãî β, ÷òî îáå âåëè÷èíû ðàâíû ïî ìîäóëþ (äîê-âî â êîíöå), ò. å.

β = −1

2
((1 + α)2 + (1− α)2)

min
β

max{(1 + α)2 + β,−(1− α)2 − β} = 1

2
((1 + α)2 − (1− α)2) = 2α

÷òî íå ëó÷øå, ÷åì ïðè α = 1.
Ïóñòü α ∈ [−1, 1].

Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè t = α è ðàâåí β, à çíà÷èò âûáîð α âëèÿåò òîëüêî
íà ìàêñèìóì, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíàõ, ò. å.

max
t∈[−1,1]

(t− α)2 + β = max{(α− 1)2 + β, (α+ 1)2 + β}

Çàìåòèì, ÷òî ïðè α > 0 (α + 1)2 > 1, à ïðè α < 0 (α − 1)2 > 1, ïðè α = 0
1 = (α + 1)2 = (α − 1)2, òàêèì îáðàçîì â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè α = 0.
Íàêîíåö ïîäáèðàåì β òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü

max{−β, 1 + β}

îòñþäà β = − 1
2 . Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ x1 = 0, x2 = − 1

2 .

Çàìå÷àíèå. Åñëè b > a, òî âåëè÷èíàmax{x−a, b−x} äîñòèãàåò ìèíèìóìà
ïðè x = a+b

2 è ðàâíà b−a
2 òàê êàê ïðè x = a+b

2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
x − a = b − x, x − a ïîëîæèòåëüíî è âîçðàñòàåò, à b − x îòðèöàòåëüíî è
óáûâàåò.

Ðåøåíèå 2.

max
t∈[−1,1]

|(t− α)2 + β| = max
t∈[−1+α,1+α]

|t2 + beta|

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêèöÿ f : D → R èìååò ìèíèìóì m íà D è ìàêñèìóì
M , òî

min
β

max
t∈D
|f(t) + β| = min

β
max{M + β,−m− β},

ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè β = −M+m
2 è ðàâåí M−m

2 . Òàêèì îáðàçîì

min
α,β

max
t∈[−1,1]

|(t− α)2 + β| = min
α

(
mint∈[−1+α,1+α] t

2 +maxt∈[−1+α,1+α] t
2

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ f(t) = t2 íóæíî íàéòè òàêîé îòðåçîê äëèíû 2 ñ íàè-
ìåíüøåé ðàçíèöåé ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì f íà
ýòîì îòðåçêå. Îñòàåòñÿ íåáîëüøîé ðàçáîð ñëó÷àåâ:
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α ≥ 1 mint∈[−1+α,1+α] t
2 = (α− 1)2, maxt∈[−1+α,1+α] t

2 = (α+ 1)2,

ðàçíèöà: 4α, ìåíüøå âñåãî ïðè α = 1.

α ≤ −1 mint∈[−1+α,1+α] t
2 = (α+ 1)2, maxt∈[−1+α,1+α] t

2 = (α− 1)2,

ðàçíèöà: −4α, ìåíüøå âñåãî ïðè α = 1.

0 ≤ α ≤ 1 mint∈[−1+α,1+α] t
2 = 0, maxt∈[−1+α,1+α] t

2 = (α+ 1)2,

ðàçíèöà: (α+ 1)2, ìåíüøå âñåãî ïðè α = 0.

−1 ≤ α ≤ 0 mint∈[−1+α,1+α] t
2 = 0, maxt∈[−1+α,1+α] t

2 = (α− 1)2,

ðàçíèöà: (α− 1)2, ìåíüøå âñåãî ïðè α = 0.

Èòîãî α = 0, β = −1/2.

Çàäà÷à 3, òåõíè÷åñêàÿ

f(x, y) = x2 + y2 + 2
√

(x− a)2 + (y − b)2 → min

Ðåøåíèå ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è.
Åñëè x∗, y∗ � ðåøåíèå çàäà÷è, òî x∗, y∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäó-

þùåé çàäà÷è

ìèíèìèçèðîâàòü x2 + y2 + 2c

ïðè óñëîâèè (x− a)2 + (y − b)2 = c2

ïðè íåêîòîðîì c ≥ 0. Åñëè c = 0 åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ òî÷êà � (a, b),
f(a, b) = a2+b2. Åñëè c > 0, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà

L(x, y, λ) = x2 + y2 + 2c+ λ((x− a)2 + (y − b)2 − c2)

0 = 2x+ 2λ(x− a)
0 = 2y + 2λ(y − b)

Óìíîæàåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà y, âòîðîå íà y è âû÷èòàåì îäíî èç äðóãîãî

λ(bx− ay) = 0

åñëè λ = 0, òî x = y = 0, èíà÷å

ay = bx

Ïàðàìåòðèçóåì {
x = at

y = bt

è âåðíåìñÿ ê f :

f(x, y) = (a2+b2)t2+2
√
a2(t− 1)2 + b2(t− 1)2 =

√
a2 + b2(

√
a2 + b2t2+2|t−1|).
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Ôóíêöèÿ g(t) = γt2 + 2|t − 1| âûïóêëà ïðè γ > 0 è äèôôåðåíöèðóåìà âî

âñåõ òî÷êàõ êðîìå 1, ïðè ýòîì g(t)
t→∞−−−→ +∞, çíà÷èò g èììåò ìèíèìóì.

Íàêîíåö

g′(t) =

{
2γt+ 2, t > 1

2γt− 2, t < 1.

Ó÷èòûâàÿ γ > 0, ïðè t > 1 2γt+ 2 > 0, 2γt− 2 = 0 ïðè t = 1/γ < 1. Òàêèì
îáðàçîì íà ìèíèìóì äâà êàíäèäàòà: t = 1, g(1) = γ è t = 1/γ ïðè γ > 1,

g(1/γ) = 1/γ − 2(1γ − 1) = 2− 1/γ = − (γ−1)2
γ + γ < g(1). Òàêèì îáðàçîì

argmin
t

g(t) =

{
1/γ, γ > 1

1, γ ≤ 1.

÷òî äàåò äëÿ äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè

argmin
x,y

f(x, y) =

{ (
a√

a2+b2
, b√

a2+b2

)
, a2 + b2 > 1

(a, b), a2 + b2 ≤ 1.

Ðåøåíèå íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì.
f äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ êðîìå (a, b). Ïðè äèôôåðåíöèðîâà-

íèè ïîëó÷àåì

∂f

∂x
= 2x+ 2

x− a√
(x− a)2 + (y − b)2

= 0

∂f

∂y
= 2y + 2

y − b√
(x− a)2 + (y − b)2

= 0,

ïåðåíîñèì êîðíè â ïðàâóþ ÷àñòü

x = − x− a√
(x− a)2 + (y − b)2

y = − y − b√
(x− a)2 + (y − b)2

, (1)

âîçâîäèì â êâàäðàò è ñêëàäûâàåì

x2 + y2 = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â (1) óìíîæèòü ïåðâîå ðàâíñòâî íà y − b, à âòîðîå
íà x− a, òî ïðàâûå ÷àñòè îêàæóòñÿ ðàâíûìè, òàêèì îáðàçîì

x(y − b) = y(x− a)

÷òî ýêâèâàëåíòíî
ay = bx
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Òàêèì îáðàçîì åñòü 3 êàíäèäàòà íà òî÷êó ìèíèìóìà

(a, b),

(
± a√

a2 + b2
,± b√

a2 + b2

)
Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì äëÿ ïåðâîé òî÷êè f(a, b) = a2 +
b2, äëÿ âòîðîé è òðåòåé

f

(
± a√

a2 + b2
,± b√

a2 + b2

)
= 1 + 2|

√
a2 + b2 ∓ 1|.

Î÷åâèäíûì îáðàçîì çíà÷åíèå â òðåòüåé òî÷êå (ñî çíàêîì ìèíóñ) âñåãäà
áîëüøå, ÷åì âî âòîðîé. Íàêîíåö a2 + b2 > 1 + 2|

√
a2 + b2 − 1| ⇔ a2 + b2 > 1.

Çàäà÷à 4, òåîðåòè÷åñêàÿ

Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {tx+ (1−
t)y | x, y ∈ M, 0 ≤ t ≤ 1}. Ïîêàçàòü, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà
ñîâïàäàåò ñ îïîðíîé ôóíêöèåé å¼ âûïóêëîé îáîëî÷êè.

Çàìå÷àíèå. Äàíî îïðåäåëåíèå îáúåêòà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ âûïóêëîé îáî-
ëî÷êîé â îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå ýòîãî òåðìèíà. Âîîáùå ãîâîðÿ, çàäàííûé
îáúåêò äàæå íå îáÿçàí áûòü âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ϕD ìíîæåñòâà D îïðåäåëÿåñÿ êàê

ϕD(x) = sup
y∈D
〈x, y〉

Îáîçíà÷èì S = {tx+ (1− t)y | x, y ∈M, 0 ≤ t ≤ 1} èç âêëþ÷åíèÿ M ⊂ S

ϕM (x) = sup
y∈M
〈x, y〉 ≤ sup

y∈S
〈x, y〉 = ϕS(x)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∀z ∈ S, òî ∃a(z), b(z) ∈ M , t(z) ∈ [0, 1]: z = t(z)a(z) +
(1− t(z))b(z). Òàêèì îáðàçîì

ϕS(x) = sup
z∈S
〈x, z〉 = sup

z∈S
〈x, t(z)a(z) + (1− t(z))b(z)〉

≤ sup
t∈[0,1],a,b∈M

〈x, ta+ (1− t)b〉 = sup
t∈[0,1]

sup
a,b∈M

(t〈x, a〉+ (1− t)〈x, b〉)

= sup
t∈[0,1]

(t sup
a∈M
〈x, a〉+ (1− t) sup

b∈M
〈x, b〉)

= max{ sup
a∈M
〈x, a〉, sup

b∈M
〈x, b〉} = sup

y∈M
〈x, y〉 = ϕM (x)
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