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Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîðíÿ ôóíêöèè

Ïóñòü f : D → Rn. Êîðíåì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ òî÷êà x∗ ∈ D, òàêàÿ ÷òî

f (x∗) = 0n.

Òðàäèöèîííî çàäà÷ó î íàõîæäåíèè êîðíÿ ôóíêöèè ïîïðîñòó íàçûâàþò

óðàâíåíèåì â ñëó÷àå n = 1, è ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ñëó÷àå n > 1.
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Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

Ïóñòü f : D → Rn. Ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè f íà D íàçûâàåòñÿ

òî÷êà x∗, òàêàÿ ÷òî
∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗).

Îáîçíà÷àåòñÿ

argmin
x∈D

f (x).

Àíàëîãè÷íî, ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì f íà D � òàêàÿ òî÷êà x∗, ÷òî

∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗), x∗ = argmax
x∈D

f (x).

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè � íàõîæäåíèå ëèáî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ëèáî

ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè f � ýòî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �−f �.
Áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìèçàöèè ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ íàõîæäåíèÿ

ìèíèìóìà. Äàëåå ïîä x∗ áóäåò îáû÷íî îáîçíà÷àòüñÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà.

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáAÓ) Ââåäåíèå 3 / 17



Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

Ïóñòü f : D → Rn. Ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè f íà D íàçûâàåòñÿ

òî÷êà x∗, òàêàÿ ÷òî
∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗).

Îáîçíà÷àåòñÿ

argmin
x∈D

f (x).

Àíàëîãè÷íî, ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì f íà D � òàêàÿ òî÷êà x∗, ÷òî

∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗), x∗ = argmax
x∈D

f (x).

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè � íàõîæäåíèå ëèáî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ëèáî

ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè f � ýòî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �−f �.
Áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìèçàöèè ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ íàõîæäåíèÿ

ìèíèìóìà. Äàëåå ïîä x∗ áóäåò îáû÷íî îáîçíà÷àòüñÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà.

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáAÓ) Ââåäåíèå 3 / 17



Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

Ïóñòü f : D → Rn. Ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè f íà D íàçûâàåòñÿ

òî÷êà x∗, òàêàÿ ÷òî
∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗).

Îáîçíà÷àåòñÿ

argmin
x∈D

f (x).

Àíàëîãè÷íî, ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì f íà D � òàêàÿ òî÷êà x∗, ÷òî

∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗), x∗ = argmax
x∈D

f (x).

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè � íàõîæäåíèå ëèáî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ëèáî

ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè f � ýòî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �−f �.
Áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìèçàöèè ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ íàõîæäåíèÿ

ìèíèìóìà. Äàëåå ïîä x∗ áóäåò îáû÷íî îáîçíà÷àòüñÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà.

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáAÓ) Ââåäåíèå 3 / 17



Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

Ïóñòü f : D → Rn. Ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè f íà D íàçûâàåòñÿ

òî÷êà x∗, òàêàÿ ÷òî
∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗).

Îáîçíà÷àåòñÿ

argmin
x∈D

f (x).

Àíàëîãè÷íî, ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì f íà D � òàêàÿ òî÷êà x∗, ÷òî

∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗), x∗ = argmax
x∈D

f (x).

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè � íàõîæäåíèå ëèáî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ëèáî

ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè f � ýòî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �−f �.
Áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìèçàöèè ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ íàõîæäåíèÿ

ìèíèìóìà. Äàëåå ïîä x∗ áóäåò îáû÷íî îáîçíà÷àòüñÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà.

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáAÓ) Ââåäåíèå 3 / 17



Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

Ïóñòü f : D → Rn. Ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè f íà D íàçûâàåòñÿ

òî÷êà x∗, òàêàÿ ÷òî
∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗).

Îáîçíà÷àåòñÿ

argmin
x∈D

f (x).

Àíàëîãè÷íî, ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì f íà D � òàêàÿ òî÷êà x∗, ÷òî

∀x ∈ D : f (x) ≥ f (x∗), x∗ = argmax
x∈D

f (x).

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè � íàõîæäåíèå ëèáî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ëèáî

ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè f � ýòî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �−f �.
Áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìèçàöèè ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ íàõîæäåíèÿ

ìèíèìóìà. Äàëåå ïîä x∗ áóäåò îáû÷íî îáîçíà÷àòüñÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà.

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáAÓ) Ââåäåíèå 3 / 17



Ñâÿçü çàäà÷ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà è êîðíÿ ôóíêöèé

Çàìåòèì, ÷òî

f (x∗) = 0 ⇒ x∗ = argmin
x
|f (x)| = argmin

x
f (x)2.

Òàêèì íåõèòðûì îáðàçîì ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîðíÿ ê çàäà÷å

íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñâåäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü

òîëüêî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáAÓ) Ââåäåíèå 4 / 17



Ñâÿçü çàäà÷ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà è êîðíÿ ôóíêöèé

Çàìåòèì, ÷òî

f (x∗) = 0 ⇒ x∗ = argmin
x
|f (x)| = argmin

x
f (x)2.

Òàêèì íåõèòðûì îáðàçîì ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîðíÿ ê çàäà÷å

íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñâåäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü

òîëüêî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáAÓ) Ââåäåíèå 4 / 17



Òåîðåìà Ôåðìà

Òåîðåìà

f : D ⊂ Rn, x∗ � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D è f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x∗. Åñëè
x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà f íà D, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

∇f (x∗) = 0n.

Äîê-âî: Ïóñòü ∇f (x∗) 6= 0n, ε > 0: B(x , ε) ⊂ D.
Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè f â òî÷êå x∗

f (x) = f (x∗) +∇f (x∗)(x − x∗) + α(x − x∗)(x − x∗),

α(x)→ 0 (x → 0).

Ïóñòü x ′ = x∗ − δ∇f (x∗) 6= x∗, δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëîå, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

α(x ′) ≤ |∇f (x∗)
2 | è x ′ ∈ B(x∗, ε), òîãäà

f (x ′) = f (x∗)− δ|∇f (x∗)|2 + α(x ′)(x ′ − x∗) ≤ f (x∗)− δ

2
|∇f (x∗)|2 < f (x∗).

Ò.å. x∗ íå òî÷êà ìèíèìóìà. �
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Ñòàöèîíàðíîñòü

Çàìå÷àíèÿ:

Äàííóþ òåîðåìó îáû÷íî íàçûâàþò óñëîâèåì ñòàöèîíàðíîñòè èëè

óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òî÷êó, óäîâëåòâîðÿþùåé

ýòèì óñëîâèåì íàçûâàþò ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé èëè êðèòè÷åñêîé òî÷êîé.

Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè, êàê íàïðèìåð äëÿ

òî÷êè 0 ôóíêöèè f (x) = x3.

Òî÷êà x∗ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì f íà D, åñëè ñóùåñòâóåò

ε > 0, ÷òî
∀x ∈ D, ||x − x∗|| < ε f (x) ≥ f (x∗).

Åñëè äëÿ äëÿ f â òî÷êå x∗ ãåññèàí ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, òî x∗

ãàðàíòèðîâàííî ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Ýòî ñâîéñòâî

ïðèíÿòî íàçûâàòü óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ìåòîä áèñåêöèè

Ïóñòü f : [a, b]→ R, f íåïðåðûâíà è f (a) < 0 < f (b). Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ

òî÷êó x∗ ∈ (a, b), ÷òî f (x∗) = 0. Èç íåïðåðûâíîñòè f ñëåäóåò, ÷òî x∗

ñóùåñòâóåò.

a b

f(x)

x∗

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáAÓ) Ââåäåíèå 7 / 17



Ìåòîä áèñåêöèè

Àëãîðèòì:

Ðàçäåëèòü îòðåçîê [a, b] ïîïîëàì è ïîñìîòðåòü çíà÷åíèå f ïîñåðåäèíå.

Åñëè f
(
a+b
2

)
> 0, îòáðîñèòü ïðàâóþ ïîëîâèíó

b ← a+ b

2
.

Åñëè f
(
a+b
2

)
< 0, îòáðîñèòü ïðàâóþ ïîëîâèíó

a← a+ b

2
.

Åñëè f
(
a+b
2

)
= 0, òî ðåøåíèå íàéäåíî.

Åñëè b − a > ε, ïîâòîðèòü ñíà÷àëà.
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Ìåòîä áèñåêöèè

a b

f(x)

x∗
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Ìåòîä áèñåêöèè

a ba+b
2

f(x)

x∗
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Ìåòîä áèñåêöèè
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Ìåòîä áèñåêöèè

Ñâîéñòâà:

Íà êàæäîì ýòàïå àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî f (a) < 0 < f (b), à
çíà÷èò àëãîðèòì âñåãäà ðàáîòàåò ñ îòðåçêîì, êîòîðûé ñîäåðæèò êîðåíü.

Íå íàõîäèò òî÷íîå çíà÷åíèå êîðíÿ, íî ìîæåò íàéòè ïðèáëèæåííîå

çíà÷åíèå ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíÿ ñ òî÷íîñòüþ ε > 0 íåîáõîäèìî ñäåëàòü log2
(
b−a
ε

)
èòåðàöèé.

* Èíîãäà ýòîò ìåòîä íàçûâàþò ìåòîäîì äèõîòîìèè, â äèñêðåòíîì ñëó÷àå

ýòîì ìåòîä îáû÷íî íàçûâàþò äâîè÷íûì èëè áèíàðíûì ïîèñêîì.
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Òåðíàðíûé ïîèñê

Ïóñòü f : [a, b]→ R, ∃x∗ ∈ (a, b) : f ñòðîãî óáûâàåò íà [a, x∗], f ñòðîãî

âîçðàñòàåò íà [x∗, b]. Íóæíî íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè f íà [a, b], ò.å. òî÷êó
x∗. Ôóíêöèþ, îáëàäàþùóþ ïîäîáíûì ñâîéñòâîì ïðèíÿòî íàçûâàòü

óíèìîäàëüíîé.

a bx∗
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Òåðíàðíûé ïîèñê

Àëãîðèòì:

Âûáðàòü ëþáûå äâå òî÷êè a < m1 < m2 < b.

Åñëè f (m1) < f (m2), òî x∗ /∈ [m2, b],

b ← m2.

Åñëè f (m1) > f (m2), òî x∗ /∈ [a,m1].

a← m1.

Åñëè f (m1) = f (m2), òî x∗ /∈ [m2, b] ∪ [a,m1],

a← m1, b ← m2.

Åñëè b − a > ε, ïîâòîðèòü ñíà÷àëà.
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Òåðíàðíûé ïîèñê

a bx∗
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Òåðíàðíûé ïîèñê

Ñâîéñòâà:

Íà êàæäîì ýòàïå àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî a < x∗ < b.

Îïÿòü æå, íå ïîëó÷èòñÿ íàéòè ìèíèìóì òî÷íî, òîëüêî ñ ëþáîé çàäàííîé

òî÷íîñòüþ.

Åñëè òî÷êè äåëÿò îòðåçîê íà 3 ðàâíûå ÷àñòè, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ
ìèíèìóìà ñ òî÷íîñòüþ ε > 0 íåîáõîäèìî ñäåëàòü log 3

2

b−a
ε èòåðàöèé.
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