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Ìåòîä Íüþòîíà è ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Ãðàäèåíòíûé ñïóñê:
xk+1 = xk − αk∇f (xk).

Îñíîâíàÿ ôîðìàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Íüþòîíà:

αk → α(x) ∈ Rn×n

Îáùàÿ èäåÿ: íà êàæäîì øàãå ìèíèìèçèðóåì êâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå f :

xk+1 = argminx(f (xk) +∇f (xk)T (x − xk) +
1

2
(x − xk)∇2f (xk)(x − xk))

Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ðîäà äàþò óðàâíåíèå íà xk+1:

∇f (xk) +∇2f (xk)(x − xk) = 0

Òàêèì îáðàçîì
xk+1 = xk − [∇2f (xk)]

−1∇f (xk) (1)
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Çà è ïðîòèâ

Ïëþñû:

Ñõîäèòñÿ ãîðàçäî áûñòðåå.

Ìèíóñû:

Íóæíà âîçìîæíîñòü èçìåðèòü ãåññèàí ∇2f (xk)

Áîëüøå âû÷èñëåíèé íà èòåðàöèþ: íåîáõîäèìî ëèáî îáðàùàòü ãåññèàí,
ëèáî ðåøàòü ñèñòåìó

∇2f (xk)(x − xk) = −∇f (xk)
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Ìåòîä Íüþòîíà äëÿ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

f (x) = 0n,

ãäå f : Rn → Rn, f äèôôåðåíöèðóåìà.

Àíàëîãè÷íî çàäà÷å ìèíèìèçàöèè, ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå èñõîäíîé ñèñòåìû íà å¼ ëèíåéíîå
ïðèáëèæåíèå è ïîñëåäîâàòåëüíîå èòåðèðîâàíèå. Ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû:

xk+1 : f (xk) +∇f (xk)(xk+1 − xk) = 0 ⇒

÷òî äàåò
xk+1 = xk −∇f (xk)−1f (xk) (2)
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Ìåòîä Íüþòîíà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

x0

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáÀÓ) Ìåòîä Íüþòîíà 5 / 13



Ìåòîä Íüþòîíà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

x0x1
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Ìåòîä Íüþòîíà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

x0x1x2
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Ìåòîä Íüþòîíà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

x0x1x2x3
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Ïðèìåð: âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óìååì âû÷èñëÿòü f (x) è ∇f (x), õîòèì íàó÷èòüñÿ
âû÷èñëÿòü f −1(x).

Ïóñòü f −1(y∗) = x∗, òîãäà f (x∗) = y∗, îòñþäà âû÷èñëåíèå f −1(y∗)
ðàâíîñèëüíî ðåøåíèþ ñèñòåìû

f (x)− y∗ = 0.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä Íüþòîíà ïîëó÷àåì àëãîðèòì

xk+1 = xk − [∇f (x)]−1(f (xk)− y∗)
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Ïðèìåð: âû÷èñëåíèÿ âåùåñòâåííîãî êîðíÿ

Ïóñòü f (x) = x2, f −1(x) =
√
x , òîãäà ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà èìååò âèä

xk+1 = xk −
x2k − y∗

2xk
=

1

2

(
xk +

y∗

xk

)

Ôóíêöèÿ g(x) = 1
2

(
x − y∗

x

)
èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè ±

√
y∗, à çíà÷èò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk+1 = g(xk) ñõîäèòñÿ ëèáî ê îäíîé èç íèõ

Î÷åâèäíûì îáðàçîì, åñëè x > 0, òî g(x) > 0 è íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè x0 > 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê

√
y∗, à åñëè x0 < 0, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê −
√
y∗.
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Àíàëèç ñõîäèìîñòè

Ðàññìîòðèì áëèçêèé ê (2) ìåòîä:

xk+1 = xk − [∇f (x∗)]−1f (xk) (3)

Ýòîò ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò òîëüêî òåîðåòè÷åñêóþ öåííîñòü, òàê êàê
ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ∇f (x∗), ÷òî ïðàêòè÷åñêè íå
îñóùåñòâèìî áåç çíàíèÿ x∗.

Ïóñòü g(x) = x − [∇f (x∗)]−1f (x), òîãäà (3) èìååò âèä

xk1 = g(xk)

è ïðè ýòîì
∇g(x) = I − [∇f (x∗)]−1∇f (x).

Òàêèì îáðàçîì, g(x∗) = 0 è ∇g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, åñëè ∇f
óäîâëåòâîðÿåò.
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Àíàëèç ñõîäèìîñòè

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè äëÿ ðåêóððåíòíûõ ïðîöåññîâ
ïîëó÷àåì

Òåîðåìà

Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà íà S = {x | ||x − x∗|| ≤ ||x0 − x∗||}, det∇f (x∗) 6= 0,
∇f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L íà S è

q = 1+||∇f (x∗)||L
2 ||x0 − x∗|| < 1, òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) âûïîëíÿåòñÿ

||xk − x∗|| ≤ 2

||∇f (x∗)||L
q2

k

Äîê-âî Ïðèìåíÿåì òåîðåìó î êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè äëÿ
g(x) = x − [∇f (x∗)]−1f (x) è ó÷èòûâàåì, ÷òî

||∇g(x)−∇g(y)|| = ||[∇f (x∗)]−1∇f (x)|| ≤ (|∇f (x∗)||L)||x − y || �
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Âîçâðàùàåìñÿ ê (2) è (1).

Òåîðåìà (Î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ óðàâíåíèé)

Ïóñòü f : Rn → Rn äèôôåðåíöèðóåìà íà S =
{
||x − x∗|| ≤ m

γM

}
ïðè

íåêîòîðîì γ ≥ 3/2, äëÿ òî÷êè x∗ âûïîëíÿåòñÿ f (x∗) = 0 è mI � ∇f (x∗) ïðè
m > 0, äëÿ ∇f íà S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé M, x0 ∈ S ,
òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2) âûïîëíÿåòñÿ

||xk+1 − x∗|| ≤ M||xk − x∗||2

2(m −M||xk − x∗||)

Äîê-âî. Îáîçíà÷èì Gk =
∫ 1

0
[∇f (xk)−∇f (x∗ + t(xk − x∗))]dt, òîãäà

xk+1 − x∗ = xk − x∗ − [∇f (xk)]−1f (xk)

= xk − x∗ − [∇f (xk))]−1
∫ 1

0

∇f (x∗ + t(xk − x∗))(xk − x∗)dt

= [∇f (xk)]−1Gk(x − x∗).
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Àíàëèç ñõîäèìîñòè

Äàëåå

||Gk || =
∥∥∥∥∫ 1

0

[∇f (xk)−∇f (x∗ + t(xk − x∗))]dt

∥∥∥∥
≤
∫ 1

0

||[∇f (xk)−∇f (x∗ + t(xk − x∗))]||dt

≤
∫ 1

0

M(1− t)||xk − x∗||dt

=
M||xk − x∗||

2

Âíîâü èñïîëüçóÿ óñëîâèå Ëèïøèöà äëÿ ∇f ïîëó÷àåì

||∇f (x∗)|| − ||∇f (xk)|| ≤ ||∇f (xk)−∇f (x∗)|| ≤ M||xk − x∗||

||∇f (xk)|| ≥ ||∇f (x∗)|| −M||xk − x∗|| ≥ mI −M||xk − x∗||
Åñëè xk ∈ S , òî M||xk − x∗|| −m > 0, à ∇f (xk) îáðàòèìà è ïðè ýòîì

||[∇f (xk)]−1|| ≤ (m −M||xk − x∗||)−1
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Àíàëèç ñõîäèìîñòè

Èòîã:

||xk+1 − x∗|| ≤ M||xk − x∗||2

2(m −M||xk − x∗||)
÷òî äàåò îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ||xk+1− x∗|| ≤ ||xk − x∗||, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü xk ∈ S :

M||xk − x∗||2

2(m −M||xk − x∗||)
≤ ||xk − x∗|| ⇔

M||xk − x∗||2 ≤ 2(m −M||xk − x∗||)||xk − x∗|| ⇔
3M||xk − x∗||2 ≤ 2m||xk − x∗||.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè γ ≥ 3/2, òî ||xk+1− x∗|| ≤ ||xk − x∗||, x0 ∈ S è xk ∈ S . �
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Àíàëèç ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà (Î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ çàäà÷
îïòèìèçàöèè)

Ïóñòü f : Rn → R äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà S =
{
||x − x∗|| ≤ m

γM

}
ïðè

íåêîòîðîì γ ≥ 3/2, x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà f íà S è mI � ∇2f (x∗) ïðè m > 0,
äëÿ ∇2f íà S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé M, x0 ∈ S , òîãäà
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) âûïîëíÿåòñÿ

||xk+1 − x∗|| ≤ M||xk − x∗||2

2(m −M||xk − x∗||)

Äîê-âî. Ó÷èòûâàÿ mI � ∇2f x∗ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìèíèìóìà f
íà S ïðèìåíÿåì òåîðåìó î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ g = ∇f . �

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáÀÓ) Ìåòîä Íüþòîíà 13 / 13



Àíàëèç ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà (Î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ çàäà÷
îïòèìèçàöèè)

Ïóñòü f : Rn → R äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà S =
{
||x − x∗|| ≤ m

γM

}
ïðè

íåêîòîðîì γ ≥ 3/2, x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà f íà S è mI � ∇2f (x∗) ïðè m > 0,
äëÿ ∇2f íà S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé M, x0 ∈ S , òîãäà
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) âûïîëíÿåòñÿ

||xk+1 − x∗|| ≤ M||xk − x∗||2

2(m −M||xk − x∗||)

Äîê-âî. Ó÷èòûâàÿ mI � ∇2f x∗ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìèíèìóìà f
íà S ïðèìåíÿåì òåîðåìó î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ g = ∇f . �

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáÀÓ) Ìåòîä Íüþòîíà 13 / 13


