
Äîìàøíåå çàäàíèå ñ 10.11.2017 íà 24.11.2017

(a)

Ðèñ. 1

1.1 (0,5 áàëë). Íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå â ïðèâåäåííîì íà ðèñ.1 ãðàôå. Äîêàçàòü,
÷òî äàííîå ïàðîñî÷åòàíèå ìàêñèìàëüíî.

(a) (b)

Ðèñ. 2

1.2 (1 áàëë). Êàêèå èç ãðàôîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ.2, èìåþò X-íàñûùåííîå ïàðîñî÷åòàíèå?

1.3 (1,5 áàëëà). Äîêàçàòü, ÷òî â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ] ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷å-
òàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî S ⊆ V (G) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |S| 6 |N(S)|.
Ïðåäúÿâèòü áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ äàííîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, à ñî-
âåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ïðè ýòîì îòñóòñòâóåò.

1.4 (1 áàëë). Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó A, ñîñòîÿùóþ èç íóëåé è åäèíèö. Ïóñòü l
åñòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî åäèíèö, êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå èç íèõ
íå ïðèíàäëåæàëè îäíîé è òîé æå ñòðîêå èëè îäíîìó è òîìó æå ñòîëáöó ìàòðèöû A, à k ðàâíî
ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ñòðîê è (èëè) ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ âñå åäèíèöû ìàòðèöû A. Ê
ïðèìåðó, â ìàòðèöå

A =

(
1 1 1 0 0 0

0 0 1 1 1 1

)
ñóùåñòâóþò l = 2 åäèíèöû, îáâåäåííûå â êâàäðàòíóþ ðàìî÷êó, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò îäíîé
è òîé æå ñòðîêå èëè îäíîìó è òîìó æå ñòîëáöó ìàòðèöû A. Äàëåå, ñóùåñòâóåò k = 2 ñòðîêè,
êîòîðûå ñîäåðæàò âñå åäèíèöû ìàòðèöû A. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà l = k â îáùåì
ñëó÷àå.

1.5 (1,5 áàëëà). Äîêàçàòü òåîðåìó Õîëëà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ê¼íèãà-Ýãåðâàðè.



1.6 (1,5 áàëëà). Â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ] îáîçíà÷èì ÷åðåç def(S), S ⊆ X, ðàçíîñòü ìåæäó
|S| è |N(S)|. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì def(∅) = 0. Äîêàçàòü, ÷òî â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ]
ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå M , ñîñòîÿùåå õîòÿ áû èç |X| − d ðåáåð, ãäå d := maxS⊆X def(S).

1.7 (2,5 áàëëà). Öåïüþ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå P íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæå-
ñòâî P1 ìíîæåñòâà P , ëþáûå äâà ýëåìåíòà êîòîðîãî ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé, à àíòèöåïüþ �
ïîäìíîæåñòâî A ⊂ P , ëþáûå äâà ýëåìåíòà êîòîðîãî íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé. Ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû Ê¼íèãà-Ýãåðâàðè äîêàçàòü òåîðåìó Äèëóîðñà, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî â ëþáîì êîíå÷íîì
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå P ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî k ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
öåïåé Pi, i = 1, . . . , k, ïîêðûâàþùèõ âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P , ðàâíî êîëè÷åñòâó a ýëåìåíòîâ
â ìàêñèìàëüíîé àíòèöåïè A.

1.8 (1 áàëë). Ïóñòü Dn = {a1, . . . , an} åñòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè
ëþáûõ òðåõ èç íèõ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü äâà ÷èñëà, îäíî èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà äðóãîå.
Äîêàçàòü, ÷òî ýòè ÷èñëà ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë îäíîãî
öâåòà îäíî äåëèëîñü áû íà äðóãîå. Îáîáùèòü äàííûé ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè ëþáûõ
m ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü ðîâíî äâà ÷èñëà, îäíî èç êîòîðûõ äåëèëîñü áû íà äðóãîå.

1.9 (1,5 áàëëà). Ïóñòü â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ] ñóùåñòâóåò X-íàñûùåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.
Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ð¼áåð â G[X, Y ], êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò íè îäíîìó X-íàñûùåííîìó
ïàðîñî÷åòàíèþ, íå ïðåâîñõîäèò

(|X|
2

)
.


