
Арифметика в компьютерах

Åãîð Ñóâîðîâ

Курс «Парадигмы и языки программирования», подгруппа 3

Ñðåäà, 12 îêòÿáðÿ 2016 ãîäà

Егор Суворов (СПб АУ) Арифметика в компьютерах 12.10.2016 1 / 59



План занятия

1 Öåëûå ÷èñëà
Ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòü
Òèïû äàííûõ
Áåççíàêîâûå ÷èñëà
Çíàêîâûå ÷èñëà
Ïîðÿäîê áàéò

2 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Èäåè
Äåòàëè
IEEE 754
Ïðàêòè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ
Ïðî÷åå áåçóìèå

3 Äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè
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Целые числа Физическая часть

1 Öåëûå ÷èñëà
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Áåççíàêîâûå ÷èñëà
Çíàêîâûå ÷èñëà
Ïîðÿäîê áàéò

2 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Èäåè
Äåòàëè
IEEE 754
Ïðàêòè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ
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Целые числа Физическая часть

Óïðîù¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîèñõîäÿùåì â ¾æåëåçå¿:

1 Ëþáîé ñèãíàë (â òîì ÷èñëå áèò) � ýòî íàïðÿæåíèå íà ïðîâîäå.

2 Äâà óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ ðàñïîçíàâàòü ïðîùå, ÷åì òðè.

3 Íî òðè òîæå áûëî, íå ïðèæèëîñü.

4 Âñÿ ëîãèêà ïîñòðîåíà íà îñíîâå áèíàðíûõ ôóíêöèé ¾È¿, ¾ÈËÈ¿
è îñòàëüíûõ (гейты)

5 ×åì ìåíüøå ãåéòîâ � òåì áûñòðåå ðàáîòàåò, òåì ìåíüøå ñõåìà.

6 ×èñëà íàäî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, óìíîæàòü, äåëèòü, ñðàâíèâàòü
íà ðàâåíñòâî è ìåíüøå/áîëüøå.
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
äîãîâîðèëèñü î òîì, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü (¾òèï¿).
Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèé ó îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè ìîæåò áûòü â
íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîãî (0xC3, 195, ret).
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110

22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
äîãîâîðèëèñü î òîì, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü (¾òèï¿).
Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèé ó îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè ìîæåò áûòü â
íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîãî (0xC3, 195, ret).
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010
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1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'
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Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèé ó îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè ìîæåò áûòü â
íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîãî (0xC3, 195, ret).

Егор Суворов (СПб АУ) Арифметика в компьютерах 12.10.2016 5 / 59



Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).
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0011 0000 48
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010

-126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000

48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
äîãîâîðèëèñü î òîì, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü (¾òèï¿).
Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèé ó îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè ìîæåò áûòü â
íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîãî (0xC3, 195, ret).

Егор Суворов (СПб АУ) Арифметика в компьютерах 12.10.2016 5 / 59



Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
äîãîâîðèëèñü î òîì, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü (¾òèï¿).
Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèé ó îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè ìîæåò áûòü â
íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîãî (0xC3, 195, ret).
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000

'0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
äîãîâîðèëèñü î òîì, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü (¾òèï¿).
Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèé ó îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè ìîæåò áûòü â
íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîãî (0xC3, 195, ret).
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
äîãîâîðèëèñü î òîì, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü (¾òèï¿).
Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèé ó îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè ìîæåò áûòü â
íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîãî (0xC3, 195, ret).
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011

0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
äîãîâîðèëèñü î òîì, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü (¾òèï¿).
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íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîãî (0xC3, 195, ret).
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
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Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèé ó îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè ìîæåò áûòü â
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011

ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
äîãîâîðèëèñü î òîì, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü (¾òèï¿).
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130
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0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000

22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
äîãîâîðèëèñü î òîì, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü (¾òèï¿).
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
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Целые числа Типы данных

Играем в игру

×åìó ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ çàïèñü â òàáëèöå íèæå?
Èñïîëüçóéòå êàëüêóëÿòîð èëè Python: 0b0100 è int(’1111’, 2).

0001 0110 22

1000 0010 130

1000 0010 -126

0011 0000 48

0011 0000 '0'

1100 0011 0xC3

1100 0011 ret

0110 1000 22

Ìîðàëü: áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå íè÷åãî íå ãîâîðèò, åñëè ìû íå
äîãîâîðèëèñü î òîì, êàê åãî èíòåðïðåòèðîâàòü (¾òèï¿).
Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèé ó îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè ìîæåò áûòü â
íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîãî (0xC3, 195, ret).
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Целые числа Типы данных

Ликбез-1

Îñíîâíûå òèïû ÷èñåë: öåëîå, ñ ôèêñèðîâàííîé çàïÿòîé, ñ
ïëàâàþùåé çàïÿòîé.

Ïðî ñòðîêè è êîäèðîâêè íå ãîâîðèì, òàì òîæå äîâîëüíî âåñåëî è
èíòåðåñíî.

Æåëåçî ñåé÷àñ â îñíîâíîì ïîääåðæèâàåò öåëûå ÷èñëà è ñ
ïëàâàþùåé çàïÿòîé.

Æåëåçî óìååò ïîëó÷àòü äîñòóï ê áàéòó â ïàìÿòè ïî åãî адресу.

Ñ÷èòàåì, ÷òî àäðåñ � ýòî íåêîòîðîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
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Целые числа Типы данных

Ликбез-2

Æåëåçî íå ìîæåò àäðåñîâàòü ÷òî-òî âíóòðè áàéòà (áèòû).

Íî ìû ìîæåì âûïîëíÿòü êàêèå-òî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ
áàéòàìè.

Ïðî ïîðÿäîê áèò âíóòðè áàéòà ãîâîðèòü áåññìûñëåííî � ìû íèêàê
åãî íå ïðîâåðèì, ó íàñ åñòü òîëüêî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè.

Áóäåì ðèñîâàòü младшие/менее значимые áèòû ñïðàâà, êàê áóäòî
íîðìàëüíûå ÷èñëà):

000100102 = 1810

Åñëè êàêàÿ-òî êîíñòðóêöèÿ çàíèìàåò íåñêîëüêî áàéò ïîäðÿä, òî
âàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå îíè èäóò.

Áóäåì ðèñîâàòü ïàìÿòü ñëåâà íàïðàâà: íóëåâîé áàéò, ïåðâûé...
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Целые числа Беззнаковые числа

1 Öåëûå ÷èñëà
Ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòü
Òèïû äàííûõ
Áåççíàêîâûå ÷èñëà
Çíàêîâûå ÷èñëà
Ïîðÿäîê áàéò

2 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Èäåè
Äåòàëè
IEEE 754
Ïðàêòè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ
Ïðî÷åå áåçóìèå

3 Äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè
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Целые числа Беззнаковые числа

Один байт

Ëþáîå öåëîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äâîè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ:

150 = 128+ 16+ 4+ 2 = 1001 01102

Åñòü ìëàäøèå (ìåíåå çíà÷èìûå) çíàêè/áèòû, åñòü ñòàðøèå.

Íà áëèæàéøèõ ñëàéäàõ ðàáîòàåò âíóòðè 1 áàéòà (8 áèò).

Ïîêà âñå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé îò 0 äî 255, íåò
íèêàêèõ ïðîáëåì� ñ÷èòàåì è ñ÷èòàåì.

×òî äåëàòü, åñëè ïðîèçîøëî ïåðåïîëíåíèå (over�ow/under�ow)?
Ðåçóëüòàò òî÷íî íå ñîõðàíèì.

1 Ìîæíî âûçâàòü îøèáêó.
2 Ìîæíî îòêèíóòü ìëàäøèå çíàêè.
3 Ìîæíî îòêèíóòü ñòàðøèå çíàêè.

Åñëè îòêèíåì ìëàäøèå, òî 255+ 1− 1 ̸= 255, ÷òî íåóäîáíî, åñëè ìû
õîòèì òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ.
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Целые числа Беззнаковые числа
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Целые числа Беззнаковые числа

À âîò åñëè ñ÷èòàåì, ÷òî îòêèäûâàåì ñòàðøèå, òî ïîëó÷àåì
êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé Z/256Z.

Ïî ñóòè � ïðîñòî àðèôìåòèêà, ãäå âñå ÷èñëà áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ
256.

Ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå â òàêèõ îáúåêòàõ ïðåêðàñíî
îïðåäåëåíû è íåïðîòèâîðå÷èâû.

Ìîæíî äåëàòü ÷òî óãîäíî, è ìû âñåãäà ïîëó÷èì êîððåêòíûé
ðåçóëüòàò ïî ìîäóëþ 256.

Â æåëåçå ðåàëèçîâàòü ïðîñòî � ñ÷èòàåì òîëüêî ïîñëåäíèå 8 áèò
ðåçóëüòàòà.
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Целые числа Беззнаковые числа

Деление

Ñ äåëåíèåì õóæå (äåëåíèå � îáðàòíîå ê óìíîæåíèþ).
Ïîñëå âçÿòèÿ ïî ìîäóëþ èíîãäà ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü
îòâåò, à èíîãäà íåò (íà àëãåáðå ðàññêàæóò, êîãäà):

34/17 = 2

4386/17 = 258 = 2 mod 256

48/4 = 12

(256+ 48)⏟  ⏞  
304

/4 = 76

Ïîýòîìó äåëåíèå âñåãäà ñ÷èòàåò, ÷òî ó íàñ ÷èñëà ïîìåùàþòñÿ â 8 áèò,
è äåëèì ìû ñ îñòàòêîì.
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Целые числа Знаковые числа

1 Öåëûå ÷èñëà
Ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòü
Òèïû äàííûõ
Áåççíàêîâûå ÷èñëà
Çíàêîâûå ÷èñëà
Ïîðÿäîê áàéò

2 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Èäåè
Äåòàëè
IEEE 754
Ïðàêòè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ
Ïðî÷åå áåçóìèå

3 Äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè
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Целые числа Знаковые числа

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ïåðâîì áèòå õðàíèì çíàê, à â îñòàëüíûõ �
÷èñëî, êàê ðàíüøå (прямой код).

Òîãäà íàäî ðàçáèðàòü ñëó÷àè â ïðîöåññîðå äëÿ âñåõ
àðèôìåòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ïîÿâëÿþòñÿ +0 è −0, òàê ÷òî åù¼ è ñðàâíåíèå íà ðàâåíñòâî
ñèëüíî ìåíÿòü.

À ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî, −x ïî îïðåäåëåíèþ� ýòî òàêîå y , ÷òî x + y = 0.
Òîãäà âñïîìèíàåì, ÷òî ìû óæå æèâ¼ì ïî ìîäóëþ 256 (ïðîâåðüòå
âû÷èñëåíèÿ â Python ñàìîñòîÿòåëüíî!):

x = x + 256 mod 256

−56 = −56+ 256 = 200 mod 256

−56+ 56 = −56+ 256+ 56 = 256 = 0 mod 256

−17 · 22 = −374 = 138 mod 256

−17 · 22 = (256− 17) · 22 = 239 · 22 = 5258 = 138 mod 256
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Целые числа Знаковые числа
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Целые числа Знаковые числа

Àëãåáðà ãîâîðèò, ÷òî −x � ýòî обратный по сложению к x . Â êîëüöàõ
îí åñòü. Ñ÷èòàåì, ÷òî îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ ê x â êîëüöå Z/256Z è
åñòü ýëåìåíò −x .
Ìû òîëüêî ïîìåíÿëè, êàê ìû èíòåðïðåòèðóåì ÷èñëà, íî íå èõ áèòîâóþ
çàïèñü:

mod 256

−56+ 100 = −56+ 256+ 100 = 200+ 100 =

= 1100 1000+ 0110 0100 = 1 0010 1100 = 0010 1100 = 44

Òàêèì îáðàçîì, ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, è äàæå óìíîæåíèå ïî-ïðåæíåìó
ðàáîòàþò (ñïàñèáî àëãåáðàèñòàì, ÷òî äîêàçàëè).
Óïðàæíåíèå: ïðîâåðèòü, ÷òî:

a = b mod 256 → a · x = b · x mod 256

Ñ äåëåíèåì õóæå:

−10/5 = (256− 10)/5 = 246/5 = 49.5 = ???
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Целые числа Знаковые числа

Дополнительный код

1 Ìû ìîæåì êàê óãîäíî îáîçíà÷èòü ýëåìåíòû êîëüöà: êàêèå-òî
íàçâàòü îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè, à êàêèå-òî � ïîëîæèòåëüíûìè.

2 Îáû÷íî ðàçäåëÿþò îòðåçîê ðîâíî ïîïîëàì: [−128; 127].
3 Òåïåðü ïî ñàìîìó ñòàðøåìó áèòó ìîæíî îïðåäåëèòü çíàê: 1 �

îòðèöàòåëüíîå, 0 � íåîòðèöàòåëüíîå.

Òàêàÿ êîíâåíöèÿ íàçûâàåòñÿ дополнительный код: îòðèöàòåëüíîå è
ïîëîæèòåëüíî ÷èñëî â ñóììå äàþò íóëè èëè äîïîëíÿþò äî ñòåïåíè
äâîéêè 28.

1 Íàäî ðàçáèðàòü ñëó÷àè â ñðàâíåíèè ÷èñåë è â äåëåíèè ñ îñòàòêîì
(ïîýòîìó îíè â àññåìáëåðå ïîÿâëÿþòñÿ çíàêîâûå/áåççíàêîâûå).

2 Åñòü îïåðàöèÿ ñìåíû çíàêà: èíâåðòèðîâàòü âñå áèòû è äîáàâèòü
åäèíèöó (èíâåðòàöèÿ áèò � ýòî âû÷èòàíèå èç 1111 11112 = 25510).

Егор Суворов (СПб АУ) Арифметика в компьютерах 12.10.2016 17 / 59



Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1 1111 1111

-128 1000 0000

127 0111 1111

128 íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1

1111 1111

-128 1000 0000

127 0111 1111

128 íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1 1111 1111

-128 1000 0000

127 0111 1111

128 íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1 1111 1111

-128

1000 0000

127 0111 1111

128 íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1 1111 1111

-128 1000 0000

127 0111 1111

128 íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1 1111 1111

-128 1000 0000

127

0111 1111

128 íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1 1111 1111

-128 1000 0000

127 0111 1111

128 íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1 1111 1111

-128 1000 0000

127 0111 1111

128

íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1 1111 1111

-128 1000 0000

127 0111 1111

128 íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1 1111 1111

-128 1000 0000

127 0111 1111

128 íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Знаковые числа

Упражнение

Êàê ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ÷èñëà â äîïîëíèòåëüíîì êîäå?

-1 1111 1111

-128 1000 0000

127 0111 1111

128 íèêàê

×òî áóäåò, åñëè ìû âîçüì¼ì −(−128)?

−128 = 1000 0000

−(−128) = (̃1000 0000) + 1 = 0111 1111+ 1 = 1000 0000 = 128
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Целые числа Порядок байт

1 Öåëûå ÷èñëà
Ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòü
Òèïû äàííûõ
Áåççíàêîâûå ÷èñëà
Çíàêîâûå ÷èñëà
Ïîðÿäîê áàéò

2 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Èäåè
Äåòàëè
IEEE 754
Ïðàêòè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ
Ïðî÷åå áåçóìèå

3 Äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè
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Целые числа Порядок байт

Играем в игру

Íàïîìèíàíèå: ïîðÿäîê áèò â áàéòå ìû èç ïðîãðàììû íèêàê íå
îïðåäåëèì, íà êàðòèíêå ðèñóåì ñëåâà ñòàðøèå, ñïðàâà ìëàäøèå.
Ïîðÿäîê áàéò â ïàìÿòè � ñëåâà ìåíüøèå àäðåñà, ñïðàâà áîëüøèå.

Àäðåñ Çíà÷åíèå
2 3

. . . 0000 0001 0000 0011 . . . 259
. . . 0000 0001 0000 0011 . . . 769

Â êàêîì ïîðÿäêå èäóò áàéòû â ïàìÿòè? Îíè æå òîæå áûâàþò
ñòàðøèå è ìëàäøèå.

Êàê äîãîâîðèëèñü � òàê è èäóò. Äîãîâàðèâàþòñÿ ïî-ðàçíîìó íà
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Целые числа Порядок байт

Åñòü äâà êëàíà: little-endian (îñòðîêîíå÷íèêè) è big-endian
(òóïîêîíå÷íèêè). Ïî-ðóññêè âñåãäà èñïîëüçóþò àíãëèéñêèå òåðìèíû.
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Целые числа Порядок байт

Big-endian

Èñïîëüçóåòñÿ â íèçêîóðîâíåâûõ ñåòåâûõ ïðîòîêîëàõ (TCP) è
ïðîöåññîðàõ Atmel AVR (ATmega è ïðî÷èå).
Ìëàäøèé áàéò èìååò áîëüøèé àäðåñ. ×èòàåòñÿ ïðîñòî:

Àäðåñ Çíà÷åíèå
2 3

. . . 0000 0001 0000 0011 . . . 0000 0001 0000 00112 = 25910

Íàäî î÷åíü àêêóðàòíî ïîìíèòü àäðåñ è ðàçìåð ÷èñëà:

Àäðåñ Çíà÷åíèå
2

. . . 0000 0001 . . . 000000012 = 110
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Целые числа Порядок байт

Little-endian

Èñïîëüçóåòñÿ â x86: ¾ìëàäøèé áàéò èìååò ìåíüøèé àäðåñ¿.
×èòàåòñÿ õóæå:

Àäðåñ Çíà÷åíèå
2 3

. . . 0000 0001 0000 0011 . . . 0000 0011 0000 00012 = 76910

Åñëè òîëüêî ìû íå Intel è íå ïèøåì ê ýòîìó äîêóìåíòàöèþ:

Àäðåñ Çíà÷åíèå
3 2

. . . 0000 0011 0000 0001 . . . 0000 0011 0000 00012 = 76910

Îíè ó ñåáÿ âñ¼ ïèøóò îò ñòàðøèõ ê ìëàäøèì: áàéòû ñ ìåíüøèìè
àäðåñàìè ñïðàâà, ìëàäøèå áèòû ñïðàâà.
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Целые числа Порядок байт

Особенности Little-endian-1

Ìîæíî ïî÷òè áåçáîëåçíåííî êîíâåðòèðîâàòü ìåæäó òèïàìè:

Àäðåñ Çíà÷åíèå
2 3

. . . 0000 0011 0000 0001 . . . 0000 0001 0000 00112 25910

. . . 0000 0011 . . . . . . 0000 00012 310

. . . 0000 0101 0000 0000 . . . 0000 0000 0000 01012 510

. . . 0000 0101 . . . . . . 0000 01012 510

. . . 1111 0011 0000 0000 . . . 0000 0000 1111 00112 24310

. . . 1111 0011 . . . . . . 1111 00112 24310

. . . 1111 0011 . . . . . . 1111 00112 −1310

. . . 1111 0011 1111 1111 . . . 1111 1111 1111 00112 −1310
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Целые числа Порядок байт

Особенности Little-endian-2

Åñòü ïðîáëåìà ñî çíàêîì, åñëè ìû ïåðåõîäèì îò ìåíüøåãî òèïà ê
áîëüøåìó.

Íàäî расширять знак, åñëè ó íàñ áûëî çíàêîâîå ÷èñëî: çàïîëíÿòü
ñòàðøèå áàéòû ëèáî íóëÿìè, ëèáî åäèíèöàìè (â çàâèñèìîñòè
îò...).
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Целые числа Порядок байт
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Целые числа Порядок байт

Особенности Little-endian-2
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ñòàðøèå áàéòû ëèáî íóëÿìè, ëèáî åäèíèöàìè (â çàâèñèìîñòè îò
ñòàðøåãî áèòà â ÷èñëå).

Åñëè ÷èñëî áûëî áåççíàêîâîå, òî íàäî ñòàðøèé áàéò çàïîëíèòü
íóëÿìè.

Êîìïèëÿòîðû íèçêîóðîâíåâûõ ÿçûêîâ äåëàþò ýòî àâòîìàòè÷åñêè,
êîãäà âû äåëàåòå êàêèå-òî ïðèñâàèâàíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, íàäî àêêóðàòíî
ñëåäèòü çà òèïàìè, èíà÷å íå ñäåëàþò.
Çàìå÷àíèå: èíîãäà, íåñìîòðÿ íà òèï int, êàêèå-òî ôóíêöèè ìîãóò
îæèäàòü â í¼ì íà ñàìîì äåëå íå ÷èñëî, à íàáîð áàéò â îïðåäåë¼ííîì
ïîðÿäêå. ßðêèé ïðèìåð � íîìåð ïîðòà â ðàáîòå ñ ñåòüþ íà C, ôóíêöèÿ
htons� ýòî îíî.
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Целые числа Порядок байт

Резюме

1 Öåëûå ÷èñëà õðàíÿòñÿ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.
2 Çíàêîâîñòü ÷èñëà îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü òèïîì äàííûõ.
3 Ñàìûé ðàñïðîñòðàí¼ííûé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ îòðèöàòåëüíûõ

÷èñåë � ¾äîïîëíèòåëüíûé êîä¿.
4 Â äîïîëíèòåëüíîì êîäå ñòàðøèé áèò îòâå÷àåò çà çíàê, à

àðèôìåòèêà äåëàòåñÿ òàê æå, êàê è â áåççíàêîâûõ ÷èñëàõ.
5 Îïåðàöèÿì ñðàâíåíèÿ ÷èñåë íà ìåíüøå/áîëüøå è äåëåíèþ âàæíî

çíàòü, ðàáîòàåì ëè ìû â äîïîëíèòåëüíîì êîäå èëè ñ
áåççíàêîâûìè ÷èñëàìè.

6 Ïîðÿäîê áàéò â ÷èñëàõ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ äàæå â ðàçíûõ ìåñòàõ
âíóòðè îäíîãî ïðèëîæåíèÿ. ×èòàéòå äîêóìåíòàöèþ, åñëè
ðàáîòàåòå ñ ÷åì-òî íà óðîâíå áàéò!

7 Åñëè ðàáîòàåòå ñ little-endian è ìåíÿåòå êîëè÷åñòâî áàéò â ÷èñëå �
ïîçàáîòüòåñü î çíàêå.

8 Åñëè åñòü ëèáî äîïîëíèòåëüíûé êîä, ëèáî ïåðåïîëíåíèÿ, òî
âàæíî êîëè÷åñòâî áèò/áàéò â ÷èñëå.
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Вещественные числа Идеи

1 Öåëûå ÷èñëà
Ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòü
Òèïû äàííûõ
Áåççíàêîâûå ÷èñëà
Çíàêîâûå ÷èñëà
Ïîðÿäîê áàéò

2 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Èäåè
Äåòàëè
IEEE 754
Ïðàêòè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ
Ïðî÷åå áåçóìèå

3 Äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè
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Вещественные числа Идеи

Çà÷åì íóæíû âåùåñòâåííûå ÷èñëà â êîìïüþòåðàõ? Ïî÷åìó íåëüçÿ
îáîéòèñü öåëûìè?

Ðàáîòà ñ äðîáÿìè è äåëåíèå.

Äåíåæíûå åäèíèöû: êîïåéêè óäîáíî ñ÷èòàòü ñîòûìè ÷àñòÿìè
ðóáëÿ.

Ôèçè÷åñêèå (è âîåííûå) âû÷èñëåíèÿ: òðèãîíîìåòðèÿ, ðàññòîÿíèÿ,
ãåîêîîðäèíàòû.
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Вещественные числа Идеи
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Вещественные числа Идеи

С фиксированной запятой

Ïðèìåð: ðóáëè.

Ïîñëå çàïÿòîé âñåãäà ðîâíî äâà çíàêà: 230.40.

Ïî ñóòè òå æå öåëûå ÷èñëà, òîëüêî íàäî ïîìíèòü, ãäå ñòîèò
çàïÿòàÿ, è ïåðåìíîæàþòñÿ ÷óòü ïî-äðóãîìó (ñî ñäâèãîì çàïÿòîé
è, ñîîòâåòñòâåííî, îáðåçàíèåì çíàêîâ).

Åñòü â íåêîòîðûõ áàçàõ äàííûõ, èñïîëüçóþòñÿ êàê ðàç äëÿ õðàíåíèÿ
êîëè÷åñòâà äåíåã.
Ïëþñû:

Àáñîëþòíàÿ òî÷íîñòü, êðîìå, èíîãäà, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.

Ïðîñòûå è ïðåäñêàçóåìûå îïåðàöèè.

Ïðîñòîå îïèñàíèå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.
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Вещественные числа Идеи

Минусы

Íàäî çàðàíåå çíàòü, ñêîëüêî çíàêîâ ïîòðåáóåòñÿ.

Åñëè ìîæåò òðåáîâàòüñÿ ðàçíîå ÷èñëî çíàêîâ â ðàçíûõ ìåñòàõ �
íàäî áðàòü ðàçíûå òèïû äàííûõ è êîíâåðòèðîâàòü.

Ñîîòâåòñòâåííî, íóæåí ðàçíûé êîä, åñëè åñòü âû÷èñëåíèÿ è ñ
¾áîëüøèìè¿ ÷èñëàìè, è ñ ¾ìàëåíüêèìè¿.

Íå ðåàëèçîâàòü àïïàðàòíî, ïîòîìó ÷òî íåÿñíî, ñêîëüêî çíàêîâ
îòáðàñûâàòü ïðè óìíîæåíèè; ðåàëèçîâûâàòü ìíîãî òèïîâ ñëîæíî.
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Вещественные числа Идеи

С плавающей запятой

Îáîáùåíèå ÷èñëà ñ ôèêñèðîâàííîé çàïÿòîé.

Õðàíèì îòäåëüíî ÷èñëî è îòäåëüíî � ñêîëüêî ó íàñ çíàêîâ èä¼ò
ïîñëå çàïÿòîé, à ñêîëüêî � äî.

Óìíîæåíèå è äåëåíèå îñòàëèñü ïðèìåðíî òàêèìè æå ïî
ñëîæíîñòè, à âîò ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå óñëîæíèëèñü (íàäî
ñðàâíèâàòü ïîðÿäîê ÷èñåë).

Òåïåðü ìîæíî äåëàòü âû÷èñëåíèÿ ñ ÷èñëàìè ëþáîãî ïîðÿäêà, è
áóäåì çíàòü ïîðÿäîê îòâåòà è ïåðâûå ñêîëüêî-òî öèôð.

Ïëþñû:

Îäèíàêîâî õîðîøî ðàáîòàåò è ñ ìàëåíüêèìè, è ñ áîëüøèìè
÷èñëàìè.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ñîõðàíÿåòñÿ.
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Первая попытка

Ïóñòü õðàíèì ÷èñëà òàê:

x = a · 10b

−32768 ≤ a, b ≤ 32767

Òóò a� мантисса, b� экспонента.
Íàïðèìåð:

12.3 = 123 · 10−1

231000 = 231 · 103

12.3 · 231000 = 123 · 10−1 · 231 · 103 = (123 · 231) · 10−1+3 = 28413 · 102

12.3+ 231000 = 123 · 10−1 + 231 · 103 = (123+ 2310000⏟  ⏞  
>>32767

) · 10−1
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Трудности с десятичной системой

Ïðè ñëîæåíèè ó íàñ ëåãêî ìîæåò ïðîèçîéòè ïåðåïîëíåíèå òèïà.

Ìîæíî ïûòàòüñÿ îñòàâëÿòü òîëüêî ñàìûå çíà÷àùèå öèôðû.

Íî â îáùåì ñëó÷àå íàäî äîìíîæàòü íà áîëüøóþ ñòåïåíü äåñÿòêè.

Êàê ýòî äåëàòü áåç î÷åíü áîëüøèõ ÷èñåë è áåç äîìíîæåíèÿ íà
äåñÿòêó êàæäûé ðàç � íåÿñíî.

Õðàíèì-òî âñ¼ â äâîè÷íîé ñèñòåìå, à òàì îò óìíîæåíèÿ íà äåñÿòü
ìåíÿåòñÿ âñ¼ ÷èñëî.
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Решение проблемы

Õðàíèì ÷èñëà òàê:

x = a · 2b

−32768 ≤ a, b ≤ 32767

Òåïåðü ñòàëî ëåãêî è ñêëàäûâàòü, è ïåðåìíîæàòü, òàê êàê ïðè
äîìíîæåíèè íà äâîéêó ëåãêî ïîíÿòü, ñêîëüêî öèôð íå íóæíû.
Ìîæíî ðåàëèçîâàòü â æåëåçå.
Ïðîáëåìû ñ òåì, ÷òî íåò ÷¼òêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó
äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé è äâîè÷íûìè, íåò òî÷íîñòè:

0.7510 = 0.112

7 · 10−1 + 5 · 10−2 = 2−1 + 2−2

0.110 = 0.000110011001100110011001101 . . .2

10−1 = 2−4 + 2−5 + 2−7 + 2−8 + . . .
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Упражнение

Ââåäèòå â Python:

x=0.1

print(x)

print(format(x, ".1000f"))

Óáåäèòåñü, ÷òî âû íå ïîëó÷èëè 0.1

Íàéäèòå, íà êàêóþ ñòåïåíü äâîéêè íàäî äîìíîæèòü x , ÷òîáû îí
ñòàë öåëûì. Ïî ñóòè � ãðóáîå ïðèáëèæåíèå ÷èñëà çíàêîâ â
ìàíòèññå.

Îòâåò: íà 255. Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ìàíòèññå ïîðÿäêà
55 çíàêîâ.
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1 Öåëûå ÷èñëà
Ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòü
Òèïû äàííûõ
Áåççíàêîâûå ÷èñëà
Çíàêîâûå ÷èñëà
Ïîðÿäîê áàéò

2 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Èäåè
Äåòàëè
IEEE 754
Ïðàêòè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ
Ïðî÷åå áåçóìèå

3 Äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè
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Что такое IEEE 754

IEEE 754 � ýòî ñòàíäàðò õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè âåùåñòâåííûõ
÷èñåë ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïî÷òè âåçäå.

Íî íå âîîáùå âåçäå.

Îïðåäåëÿåò íåñêîëüêî òèïîâ äàííûõ ñ ðàçíûìè ðàçìåðàìè
ìàíòèññ è ýêñïîíåíò: single precision, double precision, è åù¼
íåñêîëüêî.

Äîñòàòî÷íî ðàçóìíî îïðåäåëÿåò îïåðàöèè äëÿ âñåõ àðãóìåíòîâ è
ðåøàåò íåêîòîðûå ïðîáëåìû.

Èç-çà ýòîãî ñëîæíåå, ÷åì èäåÿ ñ ïðåäûäóùèõ ñëàéäîâ.

Åñòü ±∞, åñòü NaN (Not a Number, ïîëó÷àåòñÿ ïðè äåëåíèè íóëÿ
íà íîëü).

Â Python èñïîëüçóåòñÿ double-precision (òèï float).

Â C++/Java åñòü êàê single-precision (float), òàê è
double-precision (double).
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Формат single-precision

Îñíîâíàÿ ìàññà � нормализованные числа:

Áèòû
31 30-23 22-0

çíàê (s) ýêñïîíåíòà (e) ìàíòèññà (m)

1 Åñëè s = 0, òî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå, èíà÷å îòðèöàòåëüíîå.

2 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýêñïîíåíòà ïîäîáðàíà òàê, ÷òîáû ïåðåä
çàïÿòîé áûë ðîâíî îäèí çíàê � åäèíèöà.

3 Ìàíòèññà õðàíèò âñå çíàêè строго после ýòîé åäèíèöû.

4 Åñëè e = 0, òî ó íàñ ÷èñëî âèäà 1.1001010010 â äâîè÷íîé çàïèñè
(äî çàïÿòîé � ðîâíî îäíà åäèíèöà).

5 Èòîãîâàÿ ôîðìóëà (äëÿ нормализованных ÷èñåë):

x = (−1)s · 2e · (1+m · 2−23)
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Хранение экспоненты

Ýêñïîíåíòà õðàíèòñÿ êàê áåççíàêîâîå ÷èñëî ñî ñäâèãîì íà 127:

Äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå e

0000 0000 -127
0000 0001 -126

...
...

0111 1110 -1
0111 1111 0
1000 0000 1

...
...

1111 1110 127
1111 1111 128

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî îòðåçîê ÷èñåë � îò −127 äî 128, à íå îò −128
äî 127 (êàê â äîïîëíèòåëüíîì êîäå).
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Пример

x = −13.7510 =
−220
16

= −1101.11002
Ïîäáèðàåì ýêñïîíåíòó òàê, ÷òîáû ñëåâà ïîëó÷èëàñü ðîâíî îäíà
åäèíèöà:

x = −1. 10111002⏟  ⏞  
m′=18410

·23 = e = 3

= −1. 101110000000000000000002⏟  ⏞  
m

·23

Òàê êàê â m ïðåäïîëàãàåòñÿ 23 çíà÷àùèõ çíàêà (à ó íàñ â m′ òîëüêî 7),
íàäî äîïèñàòü справа íóëåé. Èòîãî:

Áèòû
31 30-23 22-0

1 100 0001 0⏟  ⏞  
e+127

101 1100 0000 0000 0000 0000⏟  ⏞  
m

Егор Суворов (СПб АУ) Арифметика в компьютерах 12.10.2016 40 / 59



Вещественные числа IEEE 754

Проблемы с аксиомами

Êàêîå íàèìåíüøåå íîðìàëèçîâàííîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì
ôîðìàòå? Î÷åâèäíî, ïðè ìèíèìàëüíîé ýêñïîíåíòå (-127) è ìàíòèññå.
Òîãäà ñàìûå ìàëåíüêèå ÷èñëà òàêîâû:

x = 2−127 · 1
y = 2−127 · (1+ 1 · 2−23)

z = 2−127 · (1+ 2 · 2−23)

ïîñ÷èòàåì ÷òî-íèáóäü:

y − x = 2−127 · (1+ 1 · 2−23 − 1) = 2−127 · 1 · 2−23 = 2−150

Âîïðîñ: êàê õðàíèòü 2−150?

Îêðóãëÿòü ê 2−127 ñòðàííî: ýòî äàëåêî; òîãäà áû ïîëó÷èëè, ÷òî
x − y = x , íî x ̸= x + y .

Îêðóãëÿòü ê íóëþ òîæå ñòðàííî: x ̸= y , íî x − y = 0.
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Денормализованные числа

Âáëèçè íóëÿ äîáàâèëè денормализованные числа, ÷òîáû
ïîâûñèòü òî÷íîñòü è èçáåæàòü ïîäîáíûõ ïðîáëåì ñ àêñèîìàìè.

Òåïåðü ñòàíäàðò ãàðàíòèðóåò, ÷òî x − y = 0 ⇐⇒ x = y .

Äåíîðìàëèçîâàííîå ÷èñëî � ýòî ÷èñëî ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé
ýêñïîíåíòîé, ó êîòîðîãî îòñóòñòâóåò åäèíèöà ïåðåä çàïÿòîé:

Íîðìàëèçîâàííûå 1.

m⏞  ⏟  
0010011 · 2e=4

Äåíîðìàëèçîâàííûå 0. 10010011⏟  ⏞  
m

· 2e=5

Ýòî ïðîñòî 223 ÷èñåë, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ îò 0 äî
ìèíèìàëüíîãî íîðìàëèçîâàííîãî.

Âñ¼ ðàâíî ìîæíî ïîëó÷èòü under�ow:

x=2**(-1074)

print(x, x / 2 * 2)
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Формат

Ñêàæåì, ÷òî åñëè ýêñïîíåíòà ñîñòîèò èç íóëåé, òî ó íàñ
äåíîðìàëèçîâàííîå ÷èñëî:

Áèòû
31 30-23 22-0

çíàê (s) íóëè ìàíòèññà m

Òóò ìû óæå ñ÷èòàåì, ÷òî ìàíòèññà çàïèñàíà öåëèêîì, âêëþ÷àÿ
ñòàðøóþ åäèíèöó. Ôîðìóëà:

x = (−1)s · 2−126 ·m · 2−23

Òîãäà äåíîðìàëèçîâàííûå ÷èñëà ëåæàò â äèàïàçîíå:

2−126 · 2−23 ≤ x ≤ 2−126 · (223 − 1) · 2−23

À íîðìàëèçîâàííûå � â òàêîì:

2−126 · 1 ≤ x
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Все особенности IEEE-754

×èñëà, äîñòóïíûå â IEEE 754 îäèíàðíîé òî÷íîñòè:

Áèòû
31 30-23 22-0 Çíà÷åíèå

0 111 1111 1 000 0000 0000 0000 0000 0000 +∞
1 111 1111 1 000 0000 0000 0000 0000 0000 −∞
0 111 1111 1 íå íóëè NaN

0 000 0000 0 000 0000 0000 0000 0000 0000 +0
1 000 0000 0 000 0000 0000 0000 0000 0000 −0
? 000 0000 0 íå íóëè ä. ÷èñëî
? ÷òî óãîäíî ÷òî óãîäíî í. ÷èñëî
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Упражнение

1 Ââåäèòå íåñêîëüêî ïðîñòûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé â Python è
ïîïðîáóéòå ìåòîäû float.as_integer_ratio() è float.hex().

2 Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñðàâíåíèÿ äëÿ 0, +0, -0 íà Python: êòî êîìó
ðàâåí, êòî êîãî ìåíüøå.

3 Äîáàâüòå â ýòó òàáëèöó ñðàâíåíèÿ NaN.

4 Íà C++/Python ñîñòàâüòå òàáëèöó óìîæíåíèÿ äëÿ ±0, ±1, ±∞ è
NaN.

5 Íà C++ ñîñòàâüòå òàáëèöó äåëåíèÿ äëÿ ýòèõ æå ÷èñåë (íà Python
íåêîòîðûå îïåðàöèè âûçûâàþò èñêëþ÷åíèå
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1 Öåëûå ÷èñëà
Ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòü
Òèïû äàííûõ
Áåççíàêîâûå ÷èñëà
Çíàêîâûå ÷èñëà
Ïîðÿäîê áàéò

2 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Èäåè
Äåòàëè
IEEE 754
Ïðàêòè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ
Ïðî÷åå áåçóìèå

3 Äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè
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Хранятся только старшие знаки

for a in [2.0 ** x for x in [10, 20, 40, 60, 1000]]:

print(a == a + 1, a == a * (1 + 2 ** (-40)), a + 1 - a)

Â Python ó íàñ òèï äâîéíîé òî÷íîñòè, ïîýòîìó äî 240 åäèíèöà åù¼
áóäåò èãðàòü ðîëü, à âîò ïîñëå � íåò.
Ñêëàäûâàòü/âû÷èòàòü ÷èñëà ðàçíûõ ïîðÿäêîâ � ïëîõî. Ñèëüíî
òåðÿåòñÿ òî÷íîñòü.

print(1000 + 1e100 - 1e100)

print(1e100 + 1000 - 1000)

Îäíîãî ïîðÿäêà � íîðìàëüíî.
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Ошибка может копиться

from random import shuffle

a=[123456 * 2 ** x for x in range(0, 200)]

print(format(sum(a), ".20e")) # Точный результат

a = list(map(float, a))

for _ in range(10):

shuffle(a)

print(format(sum(a), ".20e"))

Òàê êàê ðåçóëüòàòû îêðóãëÿþòñÿ íà êàæäîì øàãå, ðåçóëüòàò ìîæåò
çàâèñåòü îò ïîðÿäêà âû÷èñëåíèé, ðàçìåðîâ ÷èñåë è ôàçû ëóíû.

Ïðèìåð, ãäå âñ¼ ìîæåò áûòü ïëîõî � ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ïîäðîáíåå ðàññêàæóò íà àëãîðèòìàõ).

Óæå äëÿ ñèñòåìû 15× 15 ìîæíî ïîäîáðàòü ìàòðèöó, íà êîòîðîé
òî÷íîñòü òåðÿåòñÿ êàòàñòðîôè÷åñêè áûñòðî.
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Оптимизатор
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Оптимизатор

×àñòî ïðîöåññîð ïîääåðæèâàåò ÷èñëà áîëüøåãî ðàçìåðà, ÷åì
double-precision.

Òîãäà òî÷íîñòü ìîæåò â íåêîòîðûõ ìåñòàõ ñëó÷àéíî âîçðàñòàòü, à
îïòèìèçàòîð îá ýòîì íå äîãàäûâàåòñÿ.

Èç-çà ýòîãî ¾ïîáèòîâî ðàâíûå¿ ÷èñëà ìîãóò îêàçàòüñÿ
ðàçëè÷íûìè: â îäíîì ìåñòå ñðàâíèëè êóñêè ïàìÿòè, à â äðóãèõ
ìåñòàõ � ëåæàùèå â ïðîöåññîðå ÷èñëà áîëüøåé òî÷íîñòè.

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ñëó÷àéíî (íå) óâèäåòü êàêóþ-òî ìàëåíüêóþ
ïîãðåøíîñòü.
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Десятичные дроби неточны

print(0.1 + 0.2) # Классика

print(format(0.1 + 0.2, ".100f"))

print(format((0.1 + 0.2) * 2 ** 52, ".100f"))

for n in [1000, 1024]:

fail, total = 0, 0

for a in range(n):

for b in range(n):

if (a + b) / n != a / n + b / n:

fail += 1

total += 1

print(fail, total, fail / total)
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Что делать?

Íå èñïîëüçîâàòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Îñîáåííî íà êîíòåñòàõ.

Îñîáåííî ó Ñåð¼æè.

Åñëè î÷åíü íàäî � ãîòîâèòüñÿ ê íåòî÷íîñòè è äîïóñêàòü
ïîãðåøíîñòü ïðè любых ñðàâíåíèÿõ (ñì. îïòèìèçàòîð):

Áûëî Ñòàëî

a == b abs(a - b) < eps

a <= b a <= b + eps

a < b a < b - eps

Òóò ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëà ðàâíû, åñëè îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì
íà eps.

Ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì îïåðàöèé è èçáåãàòü ñëîæåíèÿ/âû÷èòàíèÿ
÷èñåë ðàçíîãî ïîðÿäêà.

Èíîãäà ìîæíî ïðåîáðàçîâûâàòü ôîðìóëû:
x2 − y2 = (x − y)(x + y).
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Вещественные числа Практические последствия

Замечания про сравнения

Ìîæíî ñðàâíèâàòü ÷èñëà åù¼ àêêóðàòíåå, åñëè ñìîòðåòü íà
îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü, à íå àáñîëþòíóþ. Èëè åñëè íàäî
ñðàâíèâàòü â ïðîãðàììå è áîëüøèå ÷èñëà, è ìàëåíüêèå.

Ïîäáîð eps è ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêà îïåðàöèé � îòäåëüíîå
èñêóññòâî.

Îáû÷íî íà êîíòåñòàõ áåðóò eps îò 10−5 äî 10−15; ìîé ëþáèìûé�
10−8.

Ïðè æåëàíèè ìîæåò ñòðîãî òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàòü ïðàâèëüíûé
eps.

Äà è íåïðàâèëüíûé òîæå :(
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Вещественные числа Практические последствия

Замечания про сравнения
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Вещественные числа Практические последствия

Странные вычисления

Îñòîðîæíî ñ NaN: ëþáîå âû÷èñëåíèå ñ íèì íåìåäëåííî ïîðîäèò NaN, à
ñðàâíåíèÿ ñ íèì âñåãäà âûäàþò false:

from math import sqrt

print(2 ** 1000 / 2 ** (-1000))

print(-2 ** 1000 / 2 ** (-1000))

print(sqrt(0), sqrt(2 ** (-1000)))

print(0 * float(’inf’))

print(1 + float(’nan’))

print(float(’nan’) == float(’nan’))

Â C++ åãî åù¼ ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ êîðåíü èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà
èëè 0

0
(Python ìîæåò êèíóòü èñêëþ÷åíèå).

Ëàéôõàê: êîãäà èçâëåêàåòå êîðåíü, íå èçâëåêèòå åãî ñëó÷àéíî èç -eps.
Äëÿ ýòîãî ñòîèò ïèñàòü sqrt(max(x, 0)), åñëè x ìîæåò áûòü áëèçîê ê
íóëþ.
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Вещественные числа Прочее безумие

1 Öåëûå ÷èñëà
Ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòü
Òèïû äàííûõ
Áåççíàêîâûå ÷èñëà
Çíàêîâûå ÷èñëà
Ïîðÿäîê áàéò

2 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Èäåè
Äåòàëè
IEEE 754
Ïðàêòè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ
Ïðî÷åå áåçóìèå

3 Äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè
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Вещественные числа Прочее безумие

Ручное округление

Ñàìûå ïîïóëÿðíûå:

x floor(x) round(x) ceil(x) int(x)

-1.6 -2 -2 -1 -1
-1.5 -2 -2 -1 -1
-1.4 -2 -1 -1 -1
-0.6 -1 -1 0 0
-0.5 -1 0 0 0
-0.4 -1 0 0 0
0.4 0 0 1 0
0.5 0 0 1 0
0.6 0 1 1 0
1.4 1 1 2 1
1.5 1 2 2 1
1.6 1 2 2 1
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Вещественные числа Прочее безумие

Последние замечания

Ñòàíäàðò òðåáóåò, ÷òî ðåçóëüòàò ëþáîé îïåðàöèè äîëæåí áûòü
ìàêñèìàëüíî òî÷åí, à îêðóãëåíèå äîëæíî áûòü äî áëèæàéøåãî
÷èñëà.
Ïðè ýòîì îêðóãëÿòü 1

2
âñåãäà ââåðõ íåõîðîøî� îøèáêà áóäåò

ñèëüíî íàêàïëèâàòüñÿ.
Ïîýòîìó îêðóãëÿþò äî áëèæàéøåãî ÷¼òíîãî (¾áàíêîâñêîå¿
îêðóãëåíèå).
Îêðóãëåíèå íå çíàåò ïðî ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé:
from math import ceil

print(ceil(1)) # 1

print(ceil(1.000000000000001)) # 2

Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå, åñëè ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ ÷èñëî, áëèçêîå ê
öåëîìó, ëó÷øå èñïîëüçîâàòü round èëè äîáàâëÿòü eps.
Íå èñïîëüçóéòå òèïû ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé äëÿ õðàíåíèÿ
êîëè÷åñòâà äåíåã èëè ÷åãî-òî ïîäîáíîãî, ÷òî òðåáóåò òî÷íîñòè
ïðè ðàññ÷¼òàõ.
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Дополнительные ссылки

1 Ïðåçåíòàöèÿ Èâàíà Êàçìåíêî (êðóæîê ïðè ÑÏáÃÓ).

2 Ñòàòüÿ íà Õàáðå.

3 Ïåðåñêàç ñòàíäàðòà IEEE 754.

4 Îíëàéí-êîíâåðòåð äëÿ single precision.

5 Ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì.

6 Äîêóìåíòàöèÿ Python íà àíãëèéñêîì.
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http://acm.math.spbu.ru/~gassa/slides/number-representation.ru.pdf
https://habrahabr.ru/post/112953/
http://www.softelectro.ru/ieee754.html
https://www.h-schmidt.net/FloatConverter/IEEE754.html
http://steve.hollasch.net/cgindex/coding/ieeefloat.html
https://docs.python.org/3/tutorial/floatingpoint.html
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