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1.1 (0,5 áàëëà). ×åìó ðàâíî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ ïó-
òåé, ñîåäèíÿþùèõ ëþáóþ ïàðó âåðøèí â ïîëíîì ãðàôå Kn?

1.2 (1 áàëë). Âîçüìåì íåêîòîðóþ ñåòü èç n âåðøèí. Â êàæäîé å¼ âåðøèíå, çà èñêëþ÷åíèåì
ñòîêà è èñòîêà, äîáàâèì ïåòëþ ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ 1, ïîìåíÿåì ìåñòàìè ñòîê è èñòîê,
à ïîòîì êàæäîå ðåáðî (x, y) çàìåíèì íà ðåáðî (y, x) ñ òîé æå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ. Êàê
èçìåíèòñÿ âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â òàêîé ñåòè?

1.3 (1 áàëë). Êàê èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà äëÿ ñåòè, â êîòîðîé èìååòñÿ
íåñêîëüêî èñòî÷íèêîâ è/èëè ñòîêîâ?

1.4 (1,5 áàëëà). Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ìàò÷åé â ñïîðòèâíîì òóðíèðå êîìàí-
äà X íàáðàëà èçâåñòíîå íàì êîëè÷åñòâî ïîáåä. Åñëè êîìàíäà âûèãðàåò âñå îñòàâøèåñÿ ìàò÷è,
â êîòîðûõ îíà ó÷àñòâóåò, òî îíà íàáåð¼ò W ïîáåä. Ìîãóò ëè îñòàëüíûå ìàò÷è çàâåðøèòüñÿ
òàê, ÷òîáû X ñòàëà ïîáåäèòåëåì â òóðíèðå? Äëÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ìû ñîçäàäèì
ñëåäóþùåãî âèäà ñåòü:

1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � âñå êîìàíäû êðîìå êîìàíäû X. Äîáàâèì âî ìíîæåñòâî âåðøèí ñåòè
âåðøèíû x1, . . . , xn, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîìàíäàì.

2. Äîáàâèì òàêæå â ñåòü
(
n
2

)
âåðøèí ñ ïîìåòêàìè yi,j � ïî âåðøèíå äëÿ êàæäîé íåóïîðÿ-

äî÷åííîé ïàðû ðàçëè÷íûõ êîìàíä {Xi, Xj}. Â âåðøèíó yi,j íàïðàâèì ðåáðà áåñêîíå÷íîé
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè èç âåðøèí xi è xj.

3. Äîáàâèì â ñåòü èñòîê s è ñòîê t.
4. Èç èñòîêà â êàæäóþ èç âåðøèí xi áóäåò èäòè ðåáðî ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè W − wi, ãäå

wi � êîëè÷åñòâî âûèãðàííûõ êîìàíäîé Xi ìàò÷åé. Èç êàæäîé âåðøèíû yi,j â ñòîê íàïðà-
âèì ðåáðî ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ai,j, ðàâíîé êîëè÷åñòâó ìàò÷åé, â êîòîðûõ êîìàíäà Xi

âñòðåòèòñÿ ñ êîìàíäîé Xj.

Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ýòîé ñåòè ðàâåí âåëè÷èíå
∑

i,j ai,j òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êîìàíäû ìîãóò ñûãðàòü òàê, ÷òîáû íè îäíà èç íèõ íå âûèãðàëà áîëüøå W ìàò÷åé.

1.5 (0,5 áàëëà). Íàéòè êîëè÷åñòâî ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â ïîëíîì ãðàôå íà ÷åòíîì ÷èñëå
âåðøèí.

1.6 (0,5 áàëëà). Ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé ó äåðåâà íà n âåðøèíàõ.

1.7 (0,5 áàëëà). Íàéòè êîëè÷åñòâî ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â êîëåñå Wn.

1.8 (1 áàëë). Ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðàôå
Kn,n. Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò äëÿ ãðàôà Kn,n, â êîòîðîì óäàëèëè ðåáðà, âõîäÿùèå â îäíî èç
ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé?

1.9 (1 áàëë). Ïóñòü S åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V (G) âåðøèí ãðàôà G, ïîêðûòîå íåêîòî-
ðûì ïàðîñî÷åòàíèåì M . Äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå òàêæå ïîêðû-
âàåò âñå âåðøèíû ýòîãî ìíîæåñòâà. Âåðíî ëè, ÷òî äàííûé ôàêò áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî
ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ?

1.10 (1 áàëë). Ïóñòü M è M ′ åñòü äâà ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå G. Îïèñàòü ñòðóêòóðó èõ ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè M∆M ′. Êàê èçìåíèòñÿ ýòà ñòðóêòóðà â ñëó÷àå, åñëè ïàðîñî÷åòàíèÿ M
è M ′ ìàêñèìàëüíû èëè ñîâåðøåííû?



1.11 (1 áàëë). Ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé ó äåðåâà íà n âåðøèíàõ,
èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.

1.12 (1,5 áàëëà). Ïóñòü M è N åñòü äâà ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå G, òàêèå, ÷òî |N | > |M |.
Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïàðîñî÷åòàíèÿ M ′ è N ′, òàêèå, ÷òî |M ′| = |M | + 1, |N ′| = |N | − 1,
M ′ ∪N ′ = M ∪N è M ′ ∩N ′ = M ∩N .

1.13 (1 áàëë). Íàéäèòå ìèíèìàëüíûé ïðèìåð äâóäîëüíîãî ãðàôà, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò ïàðî-
ñî÷åòàíèå, íàèáîëüøåå ïî âêëþ÷åíèþ, íå ÿâëÿþùååñÿ ìàêñèìàëüíûì.

1.14 (1,5 áàëëà). Îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíûé ðàçìåð íàèáîëüøåãî ïî âêëþ÷åíèþ ïàðîñî÷åòàíèÿ
â ïðîñòîì öèêëå C11, ïîñòðîåííîì íà îäèííàäöàòè âåðøèíàõ. ×åìó áóäåò ðàâåí ýòîò ðàçìåð â
ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî öèêëà Cn?


