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1. Ñåìåñòðîâûé êóðñ ñîñòîèò èç n çàíÿòèé. Ïðåïîäàâàòåëü õî÷åò ðàçäåëèòü êóðñ íà òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ
÷àñòè, è â êàæäîé èç íèõ ðàçáèòü çàíÿòèÿ íà ëåêöèè è ïðàêòèêè, ïðè÷¼ì òàê, ÷òîáû ÷èñëî ïðàêòèê
áûëî â ïåðâîé ÷àñòè ïðîèçâîëüíîå, âî âòîðîé � íå÷¼òíîå, à â òðåòüåé � ÷¼òíîå. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ ñîâåðøèòü ýòè äåéñòâèÿ?

2. Ïîñòðîèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà áèòîâûõ ñòðîê äëèíû n, â êîòîðûõ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
åäèíèöàìè ñòîèò ïî ìåíüøåé ìåðå äâà íóëÿ, ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé è ïðè ïîìîùè
îïåðàöèé (ñëîæåíèå/ïðîèçâåäåíèå/êîìïîçèöèÿ) ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé n íà ñëàãàåìûå, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîâòîðÿåòñÿ íå áîëåå òð¼õ ðàç,
ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ðàçáèåíèé n, â êîòîðûõ ïîâòîðÿòüñÿ ìîãóò òîëüêî íå÷¼òíûå ñëàãàåìûå.

4. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàìì Ôåððå ïîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé ÷èñëà n ðîâíî íà k ÷àñòåé ðàâíî
êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé ÷èñëà n+ k(k − 1)/2 ðîâíî íà k íåðàâíûõ ÷àñòåé.1

5. Äîêàçàòü, ÷òî p2(n) < p(n2 + 2n) ïðè n ≥ 1.

6. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äîêàçàòü, ÷òî p3(n) = {n2/12}, ãäå {k} � áëèæàéøåå öåëîå
ê ÷èñëó k.

7. Ïîêàçàòü èç êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì k è n→∞

pk(n) ∼
nk−1

k! (k − 1)!
.

8. Ïóñòü A(z) åñòü ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ äåðå-
âüåâ, S(z) � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåñòàíîâêàì ìíîæåñòâà [n],
à E(z) � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ïîäñ÷èòûâàþò êîëè÷åñòâî
âñåõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà [n] â ñåáÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøå-
íèåì

E(z) = S(A(z)),

äàâ êîìáèíàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ äàííîãî ðàâåíñòâà. Ïîäñêàçêà: âèçóàëèçèðóéòå îòîáðàæåíèå ìíî-
æåñòâà [n] â ñåáÿ.

9. Èñïîëüçóÿ êîìáèíàòîðíûé ñìûñë ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìóëû, ïîäñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî (ñâÿçíûõ) ýéëå-
ðîâûõ ãðàôîâ. Äëÿ ýòîãî âàì ïîíàäîáèòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå an+1 = 1

c0

(
cn+1 −

∑n
i=1

(
n
i

)
cian+1−i

)
,

ãäå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè F (z) è H(z) äëÿ a è c ñîîòâåòñòâåííî óäîâëåòâîðÿþò H(z) = exp(F (z))

10. Ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè, èñïîëüçóþùåãî òîëüêî ñðàâíåíèå ýëåìåíòîâ (ñðàâíåíèå âîç-
âðàùàåò �ìåíüøå�, �áîëüøå� èëè �ðàâíî�), âîçìîæíî ïîñòðîèòü n! ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìàññèâîâ
äëèíû n áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ ýëåìåíòîâ. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ìàññèâîâ â ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíòû ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ, ñòðîãî áîëüøå n!. Íàïðèìåð, äëÿ n = 2 èìåþòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ ìàññèâà

x1 < x2, x1 > x2, x1 = x2,

à äëÿ ÷èñëà n = 3 òàêèõ ìàññèâîâ óæå òðèíàäöàòü. Ïîñòðîèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ H(z), îïèñûâà-
þùóþ êîëè÷åñòâî òàêèõ ìàññèâîâ.

1


