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Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî V ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè: ñëîæåíèåì “+′′ : V × V → V è
óìíîæåíèåì íà ñêàëÿð “·′′ : K × V → V , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì:

Àññîöèàòèâíîñòü x + (y + z) = (x + y) + z , ∀x , y , z ∈ V

Êîììóòàòèâíîñòü x + y = y + x , ∀x , y ∈ V

Íóëåâîé âåêòîð ∃0V ∈ V : x = x + 0V = 0V + x , ∀x ∈ V

Îáðàòíûé ýëåìåíò ∀x ∈ V ∃“− x ′′ ∈ V : x + “− x ′′ = 0V

Ñîâìåñòèìîñòü α(βx) = (αβ)x , ∀α, β ∈ K , x ∈ V

Óíèòàðíîñòü Åñëè 1k ∈ K � åäèíèöà ïîëÿ K , òî 1K · x = x , ∀x ∈ V .

Äèñòðèáóòèâíîñòü ∀α, β ∈ K , x , y ∈ V

(α+ β)x = αx + βx , α(x + y) = αx + αy
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Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x1, . . . , xn â ïðîñòðàíñòâå V íàä K
íàçûâàåòñÿ âåêòîð v , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

v =
n∑

i=1

αixi ,

ãäå αi ∈ K , òàêèì îáðàçîì v ∈ V . Åñëè ïðè ýòîì
∑n

i=1 α
2
i > 0, òî òàêàÿ

êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ x1, . . . , xn ïðèíÿòî
îáîçíà÷àòü Span{x1, . . . , xn}, Lin{x1, . . . , xn} èëè 〈x1, . . . , xn〉 è íàçûâàòü
ëèíåéíîé îáîëî÷êîé.

Âåêòîðû x1, . . . , xn íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè ëþáàÿ èõ
íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îòëè÷íà îò íóëåâîãî ýëåìåíòà V .

Ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóþò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Åñëè òàêîãî n íå
ñóùåñòâóåò, òî V èìååò ðàçìåðíîñòü ∞.
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Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ëþáîé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ òàêîé, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýòîãî íàáîðà ñîâïàäàåò ñ V .
Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíîå, òî ðàçìåð áàçèñà âñåãäà ðàâåí
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè b1, . . . , bn � íåêîòîðûé áàçèñ V , òî ëþáîé âåêòîð x ∈ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà
(åäèíñòâåííîñòü: åñëè åñòü äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ, òî èõ ðàçíîñòü �
íåòðèâèàëüíàÿ íóëåâàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ áàçèñà)

v = α1x1 + . . .+ αnxn.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîìó âåêòîðó ìîæíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü çàïèñü
(α1, . . . , αn) � ñòàíäàðòíûé ñïîñîá çàïèñè âåêòîðîâ äëÿ ïðîñòûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ïðîñòðàíñòâî K n

Îäíî èç íàèáîëåå ñòàíäàðòíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ K n íàä K � ýòî
ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ êîðòåæåé (îäèí êîðòåæ ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ
ïîëÿ K ) ñ ïîêîîðäèíàòíûìè îïåðàöèÿìè:

α1, . . . , αn ∈ K ⇒ (α1, . . . , αn) ∈ K n

(α1, . . . , αn) + (β1, . . . , βn) = (α1 + β1, . . . , αn + βn)

β · (α1, . . . , αn) = (βα1, . . . , βαn)

Âåêòîðû

(1, 0, . . . , 0, 0),

(0, 1, . . . , 0, 0),

...

(0, 0, . . . , 1, 0),

(0, 0, . . . , 0, 1)

îáðàçóþò åñòåñòâåííûé áàçèñ K n, ýòè âåêòîðà ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü
e1n , e

2
n . . . , e

n
n ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðî÷èå ïðèìåðû

Ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íàä R èëè
C, áåñêîíå÷íàÿ ðàçìåðíîñòü. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 1, x , x2 � ìíîæåñòâî
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëüøå 2.

C ([a, b]) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èç [a, b] â R, áåñêîíå÷íàÿ
ðàçìåðíîñòü.

Ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ íàä ôóíêöèÿìè: ýëåìåíòû ìíîæåñòâà � ôóíêöèè
âèäà g : ([a, b])→ C ([a, b]). Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå � îïåðàòîðû
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ

d

dx
,

∫ x

a
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Ìàòðèöû

Ìàòðèöåé ðàçìåðîì n ×m íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ

A =

 a11 . . . a1m
...

. . .
...

an1 . . . anm


ãäå aij ∈ K . Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà n ×m áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
K n×m

Ìàòðèöû îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâà íàä K : a11 . . . a1m
...

. . .
...

an1 . . . anm

+

 b11 . . . b1m
...

. . .
...

bn1 . . . bnm

 =

 a11 + b11 . . . a1m + b1m
...

. . .
...

an1 + bn1 . . . anm + bnm



α

 a11 . . . a1m
...

. . .
...

an1 . . . anm

 =

 αa11 . . . αa1m
...

. . .
...

αan1 . . . αanm


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Ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå

Ïóñòü A = (aij) ∈ K n×m, B = (bij) ∈ Km×q, òîãäà ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è
B íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà C = (cij) ∈ K n×q, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

cik =
m∑
j=1

aijbjk

Â ñëó÷àå, åñëè îäíà èç ðàçìåðíîñòåé ìàòðèöû ðàâíà åäèíèöå, òî
îïðåäåëåíèå ìàòðèöû èäåíòè÷íî îïðåäåëåíèþ âåêòîðà. Ìàòðèöó èç K 1×n

ïðèíÿòî íàçûâàòü âåêòîð-ñòðîêîé, à ìàòðèöó èç K n×1 ïðèíÿòî íàçûâàòü
âåêòîð-ñòîëáöîì. Ýëåìåíòû K n îáû÷íî îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîð-ñòîëáöàìè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî (A(BC ) = (AB)C ),
äèñòðèáóòèâíî (A(B + C ) = AB + AC ), íî íå êîììóòàòèâíî (AB 6= BA).
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Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö

Ïóñòü A = (aij) ∈ K n×m, òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
B = (bij) ∈ Km×n, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

bij = aji .

Òàêóþ ìàòðèöó ïðèíÿòü îáîçíà÷àòü AT .

Ìàòðèöà A ∈ K n×n íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé åñëè âûïîëíÿåòñÿ

A = AT

Îñíîâíûå ñâîéñòâà:

(A+ B)T = AT + BT

(AB)T = BTAT

(AT )T = A
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Äèàãîíàëüíàÿ è òîæäåñòâåííàÿ ìàòðèöû

Ñóùåñòâóþò åäèíè÷íûå èëè òîæäåñòâåííûå ìàòðèöû In ∈ K n×n (èëè ïðîñòî
I , åñëè ðàçìåð î÷åâèäåí èç êîíòåêñòà) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû
A ∈ K n×m âûïîëíÿåòñÿ A = InA = AIm:

In =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà � îáîçíà÷àåòñÿ diag{d1, d2 . . . , dn} è èìååò âèä

d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . dn


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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R (èëè C). Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
íà V íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ 〈·, ·〉 : V × V → R(èëè C), îáëàäàþùåé
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

1 Ñèììåòðè÷íîñòü
〈x , y〉 = 〈y , x〉, x , y ∈ V ,

ãäå y � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå y .

2 Ëèíåéíîñòü

〈αx , y〉 = α〈x , y〉, x , y ∈ V ,

〈αx + z , y〉 = α〈x + z , y〉, x ∈ V , α ∈ R(C).

3 Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü, 〈x , x〉 ∈ R è

〈x , x〉 ∈ R ≥ 0

〈x , x〉 ∈ R = 0⇔ x = 0.
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Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è îðòîãîíàëüíîñòü

Äëÿ Rn ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ôóíêöèÿ

〈u, v〉 = uT v = vTu =
n∑

i=1

uivi

Äëÿ Cn âìåñòî îáû÷íîãî òðàíñïîíèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
ýðìèòîâî òðàíñïîíèðîâàíèå:

〈u, v〉 = v†u = u†v =
n∑

i=1

uivi

Äâà âåêòîðà u, v íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè îòíîñèòåëüíî 〈·, ·〉 åñëè

〈u, v〉 = 0
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Îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàììà-Øìèäòà

Ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó ïðèíÿòî íàçûâàòü
îðòîãîíàëèçàöèåé Ãðàììà-Øìèäòà:

Âõîäíûå äàííûå Ñåìåéñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xn.

Âûõîäíûå äàííûå Ñåìåéñòâî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ y1, . . . , yn òàêèõ, ÷òî
Span{x1, . . . , xn} = Span{y1, . . . , yn}.

Èòåðàöèÿ k = 1..n

yk ← xk −
k−1∑
i=1

〈xk , yi 〉
〈yi , yi 〉

yi

Îðòîãîíàëüíîñòü: Èíäóêöèÿ, ïðè k = 1 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñåìåéñòâî
y1, . . . , yk ñîñòîèò èç îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü y1, . . . , yk−1 �
îðòîãîíàëüíû, òîãäà ïðè i < k

〈yk , yi 〉 = 〈xk , yi 〉 −
k−1∑
j=1

〈xk , yj〉
〈yj , yj〉

〈yj , yi 〉︸ ︷︷ ︸
i 6=j⇒=0

= 〈xk , yi 〉 −
〈xk , yi 〉
〈yi , yi 〉

〈yi , yi 〉 = 0
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Îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàììà-Øìèäòà

Ðàâåíñòâî ëèíåéíûõ îáîëî÷åê: äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî
Span{x1, . . . , xk} = Span{y1, . . . , yk}. Î÷åâèäíî, ýòî âûïîëíÿåòñÿ ïðè k = 1.
Ïî ïîñòðîåíèþ

xk = yk +
k−1∑
i=1

〈xk , yi 〉
〈yi , yi 〉

yi ,

à çíà÷èò Span{x1, . . . , xk} ⊂ Span{y1, . . . , yk}. Äàëåå, ïîêàæåì ïî èíäóêöèè
îáðàòíîå âëîæåíèå: èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
(Span{x1, . . . , xk−1} = Span{y1, . . . , yk−1}) ñóùåñòâóþò α1, . . . , αk−1 òàêèå, ÷òî

k−1∑
i=1

〈xk , yi 〉
〈yi , yi 〉

yi =
k−1∑
i=1

αixi .

Òàêèì îáðàçîì

yk = xk −
k−1∑
i=1

αixi ,

÷òî äàåò Span{x1, . . . , xk} ⊃ Span{y1, . . . , yk}
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Îïðåäåëèòåëü è îáðàòèìîñòü ìàòðèö

Ïóñòü A = (aij) � n × n ìàòðèöà íàä K , âåëè÷èíà

detA = |A| :=
∑
p∈Sn

(−1)Inv(p)aipi ∈ K

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì (èëè äåòåðìèíàíòîì) ìàòðèöû A. Îñíîâíûå
ñâîéñòâà:

1. Ïóñòü A = (A1, . . . ,An), Ai ñòîëáöû ìàòðèöû A. Îïðåäåëèòåëü íå
ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå îäíîãî ñòîëáöà ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ai → Ai + αAj .

2. detA 6= 0 ⇔ Ñóùåñòâóåò ìàòðèöà B òàêàÿ, ÷òî AB = BA = I . Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A îáðàòèìà, à B � îáðàòíàÿ ê A è

îáîçíà÷àåòñÿ A−1.

3. Ïðî÷èå ñâîéñòâà

detA = detAT

detAB = detA · detB
det I = 1 = detAA−1 = detA · detA−1
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Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ÑËÀÓ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)
a11x1 + . . . + a1mxm = b1
... +

. . . +
... =

...
an1x1 + . . . + anmxm = bn

Ïóñòü A = (aij) ∈ K n×m, x = (x1, . . . , xm) ∈ Km, b = (b1, . . . , bn) ∈ K n. Ñëåâà â
ñèñòåìå çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðà Ax , ñïðàâà � âåêòîðà b, òàêèì
îáðàçîì ñèñòåìó ìîæíî êîìïàêòíî çàïèñàòü â âèäå

Ax = b,

÷òî îáû÷íî íàçûâàþò ìàòðè÷íîé ôîðìîé çàïèñè ÑËÀÓ.

Åñëè n = m, à ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî ðåøåíèå ñèñòåìû âñåãäà åäèíñòâåííî
è çàäàåòñÿ

x = A−1b
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Ëèíåéíûå ôóíêöèè

Ïóñòü V ,W � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä K , ôóíêöèÿ f : V →W
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè

f (αx) = αf (x), ∀x ∈ V , α ∈ K

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x , y ∈ V

Ïóñòü A ∈ Km×n, f : K n → Km :

f (x) = Ax ,

òî f � ëèíåéíà.
Îêàçûâàåòñÿ, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ èìååò òàêîå ïðåäñòàâëåíèå

Òåîðåìà

Ïóñòü f : K n → Km � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà ñóùåñòâóåò A ∈ Km×n òàêàÿ,
÷òî

f (x) = Ax
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Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè

Äîê-âî. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé áàçèñ K n : e1n , e
2
n , . . . , e

n
n . Èç ñâîéñòâ

ëèíåéíîñòè f îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè f (e1n), . . . , f (e
n
n ): äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈ K n èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå x =
∑n

i=1 xie
i
n. Â ñèëó

ëèíåéíîñòè f ïîëó÷àåì

f (x) =
n∑

i=1

xi f (e
i
n)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â êà÷åñòâå ìàòðèöû
A íóæíî âçÿòü ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç f (e in):

n∑
i=1

xi f (e
i
n) = x1

 f1(e
1
n)
...

fm(e
1
n)

+ . . .+ xn

 f1(e
n
n )
...

fm(e
n
n )



=

 f1(e
1
n) . . . f1(e

n
n )

...,
. . .

...
fm(e

1
n) . . . fm(e

n
n )


 x1

...
xn

 �
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Èçîìîðôíîñòü ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà V ,W íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
áèåêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f : V →W .

Íåôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ôóíêöèé íàä V åñòü
è ó ëèíåéíûõ ôóíêöèé íàä W .

Òåîðåìà

Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî V ðàçìåðíîñòüþ n íàä K èçîìîðôíî K n

Äîê-âî. Ïóñòü v1, . . . , vn � áàçèñ V , Av � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ
v1, . . . , vn. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f : K n → V :

f (e in) = vi .

Îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ:

f (x) =
n∑

i=1

vixi = Avx
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Èçîìîðôíîñòü ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ x , y f (x) = f (y), ò.å. Avx = Avy ⇔ Av (x − y) = 0, ò.å.
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ vi ñ êîýôôèöèåíòàìè xi − yi ðàâíî íóëþ. Èç
îïðåäåëåíèÿ áàçèñà ñëåäóåò, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè xi − yi = 0, ò.å.
x = y , à çíà÷èò f èíúåêòèâíî.

Ïðîâåðèì ñþðüåêòâèíîñòü. Ïóñòü z ∈ V èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ïî
áàçèñó v :

z =
n∑

i=1

xivi .

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ f ïðè x = (x1, . . . , xn) f (x) = z . �
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Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ

Çàìå÷àíèå 1. Âåêòîð-ñòðîêó ðàçìåðà 1× n ìîæíî óìíîæàòü ñëåâà íà
ìàòðèöó ðàçìåðà n ×m, à âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðà 1× n ìîæíî óìíîæàòü
ñïðàâà íà ìàòðèöó ðàçìåðà m× n. Îáû÷íî åñëè èìååò ìåñòî îäíî óìíîæåíèå
ìàòðèöû íà âåêòîð, òî ìàòðèöà ñòàâèòñÿ ñëåâà, ïîýòîìó ïðèíÿòî, ÷òî ïî
óìîë÷àíèÿ âñå âåêòîðà � ýòî âåêòîð-ñòîëáöû.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè îïèñàíèè âåêòîðîâ çà÷àñòóþ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå
x = (x1, . . . , xn). Èíà÷å ãîâîðÿ áóêâà âåêòîðà ñ íèæíèì èíäåêñîì �
êîìïîíåíòà âåêòîðà. Åñëè íåò íåîáõîäèìîñòè íåïîñðåäñòâåííîé ðàáîòû ñ
èíäåêñàìè âåêòîðà, òî íèæíèé èíäåêñ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äðóãèõ öåëÿõ
(íîìåð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ò.ï.)
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Ñîáñòâåííûå ÷èñëà

Ïóñòü A ∈ K n×n ìàòðèöà. ×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñëîì ìàòðèöû
A, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî v 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ

Av = λv .

Âåêòîð v â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì.

Äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû diag{d1, . . . , dn} ñîáñòâåííûå ÷èñëà � d1, . . . , dn,
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðà e1n , . . . , e

n
n .
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Åñëè ñèñòåìà
Ax = 0

èìååò íåòðèâèàëüíîå (x 6= 0) ðåøåíèå, òî Ax = b ëèáî íå èìååò ðåøåíèé,
ëèáî èìååò ñðàçó íåñêîëüêî (Ax = 0, Ay = b ⇒ A(y + αx) = b). Òàêèì
îáðàçîì, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå Ax = 0, òî detA = 0.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáðàòíîå òàêæå âåðíî, ò.å. åñëè detA = 0, òî ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå Ax = 0.

Åñëè λ � c.÷. ìàòðèöû A, à v � ñîîòâåòñòâóþùèé ñ.â., òî

Av = λv ⇔ 0 = Av − λv = Av − λIv = (A− λI )v ⇒ det(A− λI ) = 0.

Âåëè÷èíà det(A− λI ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ïî λ, êîòîðûé ïðèíÿòî
íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì è îáîçíà÷àåòñÿ χA(t). Åãî êîðíè
� ñîáñòâåííûå ÷èñëà A. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé îáðàòèìîé ìàòðèöû P

χA(t) = det(A− tI ) = detP det(A− tI ) detP−1 = det(PAP−1 − tI ) = χPAP−1(t)
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Ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå
ñîáñòâåííîìó ÷èñëó îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî:

A(v + u) = Av + Au = λv + λu = λ(v + u)

A(αv) = αAv = αλv = λ(αv)

Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì V ,
ñîîòâåòñòâóþùèì ñ.÷. λ ìàòðèöû A.
Åñëè Av = λv , ATu = µu, òî

uTAv = uT (λv) = λuT v

uTAv = (µuT )v = µuT v

Òàêèì îáðàçîì, åñëè µ 6= λ, òî âåêòîðû u, v îðòîãîíàëüíû.
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Äèàãîíàëèçèðóåìûå ìàòðèöû

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìîé åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáðàòèìàÿ

ìàòðèöà P, ÷òî ìàòðèöà D = P−1AP äèàãîíàëüíà.

Òî æå ñàìîå, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû: A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå A = PDP−1, ãäå
D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Åñëè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò, òî D èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë A:

die
i
n = De in = P−1APe in ⇒ di (Pe

i
n) = A(Pe in)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: â ñëó÷àå âîçìîæíîñòè äèàãîíàëèçàöèè èç
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ A ìîæíî ñîñòàâèòü áàçèñ K n. Ñòîëáöû ìàòðèöû P â
ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâëåíû èç ýòîãî áàçèñà, îáîçíà÷èì èõ v1, . . . , vn, à
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà � λ1, . . . , λn. Ïðåîáðàçîâàíèå x → Ax
ðàñòÿãèâàåò x íà λ1 ïî íàïðàâëåíèþ v1, λ2 ïî íàïðàâëåíèþ v2, . . . λn ïî
íàïðàâëåíèþ vn.
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Âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû

Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A âûïîëíÿåòñÿ
1) A èìååò òîëüêî âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà: ïóñòü Av = λv , v 6= 0, a
� êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå a (äëÿ ìàòðèö è âåêòîðîâ � ïîêîìïîíåíòíîå),
òîãäà

vTAv = vT (λv) = λvT v

Ïî ñâîéñòâàì êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ λv = Av = Av . Èç ñèììåòðè÷íîñòè
A: λvT = (Av)T = vTAT = vTA. Òàêèì îáðàçîì

vAv = λvT v .

Èòîãî: (λ− λ)vT v = 0. Òàê êàê v 6= 0, ïî ñâîéñòâàì êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ vT v > 0, à çíà÷èò λ = λ.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê âñå ñ.÷. âåùåñòâåííû, òî

χA(t) =
n∏

i=1

(λi − t)
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Âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû

2) Åñëè ñ.÷. λ èìååò êðàòíîñòü k (êðàòíîñòü â êà÷åñòâå êîðíÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà), òî âñåãäà íàéäóòñÿ k ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vk : Avi = λi : ïóñòü
χA(t) = (λ− t)kP(t), Av = λv , vT v = 1. Âåêòîð v ìîæåò áûòü äîïîëíåí äî
îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà v , y2, . . . , yn, îáîçíà÷èì

Y = [y2 y3 . . . yn], B = [v Y ].

Òîãäà B−1 = BT ,

BTAB =

[
vTAv vTAY
Y TAv Y TAY T

]
=

[
λ λvTY

λY T v Y TAY T

]
=

[
λ 0
0 Y TAY T

]
.

Òàêèì îáðàçîì
(λ− t)kP(t) = χA(t) = (λ− t)χY (T ),

ò.å. χY (T ) = (λ− t)k−1P(t), à çíà÷èò λ � ñ.÷. Y , ïîâòîðèâ k ðàç ïîëó÷àåì
èñêîìûå âåêòîðû.
Çàìå÷àíèå. Âàæíûì ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìîñòü A.
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Æîðäàíîâà ôîðìà

Íå ëþáàÿ ìàòðèöà äîïóñêàåò äèàãîíàëèçàöèþ, îäíàêî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû
ñóùåñòâóåò æîðäàíîâà ôîðìà A = P−1JP, ãäå

J =


J1 0 . . . 0
0 J2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Jk


à Ji � òàê íàçûâàåìûé æîðäàíîâ áëîê è èìååò âèä

Ji =


λi 1 . . . 0 0
0 λi . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . λi 1
0 0 . . . 0 λi


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Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé â K n íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj +
n∑

i=1

bixi + c ,

ãäå aij , xi , bi , c ∈ K . Ôîðìà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé åñëè bi = c = 0. Åñëè
îáîçíà÷èòü A = (aij), b = (b1, . . . , bn), òî ôîðìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xTAx + xTb + c

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìà íå îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ â òàêîì âèäå: ëþáàÿ ìàòðèöà
D = (dij), äëÿ êîòîðîé dij + dji = aij + aji ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà âìåñòî A
â óêàçàííîì ïðåäñòàâëåíèè. Îäíàêî, ñðåäè òàêèõ ìàòðèö ñèììåòðè÷íîé
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà

1

2
(A+ AT )
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Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî
íåíóëåâîãî âåêòîðà x âûïîëíÿåòñÿ

xTAx > 0.

Åñëè æå âìåñòî ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà èìååò ìåñòî íåñòðîãîå, òî A
íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé.

Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàåò ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê ��� íà ìàòðèöàõ n × n: A � B åñëè B − A ïîëîæèòåëüíî
ïîëóîïðåäåëåíà è A ≺ B åñëè B − A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
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Îñíîâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîëîæèòåëüíîé

îïðåäåëåííîñòè

Çàìåòèì, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D = diag{d1, . . . , dn} ïîëîæèòåëüíà
îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíû

xTDx =
n∑

i=1

dix
2
i > 0 ∀x 6= 0 ⇔ di > 0 1 ≤ i ≤ n

Ñëåäîâàòåëüíî äèàãîíàëèçèðóåìàÿ ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû:

xTAx = (xTP−1)D(Px)

Èñïîëüçóÿ îáðàòèìîñòü P ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîé âåêòîð y ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå y = Px .
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

1

2
(A+ AT )

ïîëîæèòåëüíû.
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