
Òåîðèÿ ãðàôîâ

Ãðàôîì G íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü èç íåêîòîðîãî (îáû÷íî êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà V , ýëåìåíòû
êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, è íåêîòîðîãî âûäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà E ìíîæåñòâà V 2 ïàð
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà V (íàçûâàåìûõ ðåáðàìè). Îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïàðû âåðøèí íåóïî-
ðÿäî÷åíû (ãðàô íåîðèåíòèðîâàííûé) è ýëåìåíòû â êàæäîé ïàðå ðàçëè÷íû (íåò ïåòåëü). Åñëè
ðàññìàòðèâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå ïàðû, ãðàô íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì (èëè îðãðàôîì).

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä ãðàôîì ïîíèìàåòñÿ êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç
ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð.

Ãîâîðÿò, ÷òî (âîîáùå ãîâîðÿ, îðèåíòèðîâàííîå) ðåáðî e = (v1, v2) ñîåäèíÿåò âåðøèíû v1 è v2,
âûõîäèò èç âåðøèíû v1 è âõîäèò â âåðøèíó v2. Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî e èíöèäåíòíî
âåðøèíàì v1 è v2, à âåðøèíû v1 è v2 ñìåæíû.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñòÿãèâàíèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà V1 ⊂ V âåðøèí ãðàôà G ñëåäóþùèì
îáðàçîì: âåðøèíû ìíîæåñòâà V1 çàìåíÿþòñÿ îäíîé âåðøèíîé, êîòîðàÿ ñîåäèíåíà â íîâîì ãðàôå ñî
âñåìè âåðøèíàìè, ñîåäèíåííûìè â G õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà V1. Îñòàëüíûå âåðøèíû
è ðåáðà ìåæäó íèìè îñòàþòñÿ. Ïîëó÷åííûé ãðàô îáîçíà÷àåì G/V1. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäå-
ëÿþòñÿ îïåðàöèè óäàëåíèÿ âåðøèí èëè ðåáåð èç ãðàôà (âåðøèíû óäàëÿþòñÿ, êîíå÷íî, ñî âñåìè
âûõîäÿùèìè èç íèõ ðåáðàìè, à ïðè óäàëåíèè ðåáåð ìíîæåñòâî âåðøèí íå ìåíÿåòñÿ).

Ñòåïåíüþ âåðøèíû v íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð. Â îðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå
îïðåäåëÿþòñÿ âõîäÿùàÿ è èñõîäÿùàÿ ñòåïåíè âåðøèíû, ñîîòâåòñòâåííî êàê êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ
â âåðøèíó ðåáåð è êîëè÷åñòâî èñõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð.

Òåîðåìà 1. Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ãðàôà ðàâíà óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó ðåáåð. Â îðèåíòè-
ðîâàííîì ãðàôå ñóììà âõîäÿùèõ ñòåïåíåé ðàâíà ñóììå èñõîäÿùèõ ñòåïåíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå ðåáðî èíöèäåíòíî äâóì âåðøèíàì, ïîýòîìó åãî óäàëåíèå óìåíüøàåò ñóì-
ìó ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí íà 2. Óäàëÿÿ ïî î÷åðåäè âñå ðåáðà (ïóñòü èõ k), ïðèäåì ê ïóñòîìó ãðàôó, â
êîòîðîì ñóììà ñòåïåíåé î÷åâèäíà ðàâíà 0. Çíà÷èò, âíà÷àëå îíà áûëà ðàâíà 2k. Â îðèåíòèðîâàííîì
ñëó÷àå ïðè óäàëåíèè ðåáðà óìåíüøàåòñÿ íà 1 êàê ñóììà âõîäÿùèõ, òàê è ñóììà èñõîäÿùèõ ñòåïåíåé,
îòêóäà àíàëîãè÷íî ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå. Â ãðàôå ÷åòíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíû v1, v2, . . . , vn òàêîâû, ÷òî (vi, vi+1) ∈ E äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n−1. Â
ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ïóòè v1v2 . . . vn èç v1 â vn, ñîåäèíÿþùåì âåðøèíû v1 è vn. Åñëè âñå âåðøèíû
ïóòè ðàçëè÷íû, ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì; åñëè ðàçëè÷íû âñå ðåáðà � ðåáåðíî-ïðîñòûì. Åñëè
v1 = vn, ïóòü íàçûâàåòñÿ öèêëîì. Öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì (ñîîòâåòñòâåííî ðåáåðíî-ïðîñòûì),
åñëè ðàçëè÷íû âåðøèíû v1, v2, . . . , vn1 (ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè÷íû âñå ðåáðà). Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé
öèêë, â êîòîðîì îäíî è òî æå ðåáðî íå âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû ïîäðÿä (òóäà-îáðàòíî), ñîäåðæèò ïðîñòîé
ïîäöèêë.

Åñëè äâå âåðøèíû íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñîâïàäàþò èëè ñîåäèíåíû íåêîòîðûì ïóòåì, îíè
íàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè. Â îðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå ñâÿçàííûìè íàçûâàþòñÿ òàêèå âåðøèíû a è
b, ÷òî ñóùåñòâóþò ïóòè êàê èç a â b, òàê è èç b â a (ëèáî a = b).

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà ìíîæåñòâå X � ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå
(òî åñòü îòîáðàæåíèå èç äåêàðòîâà êâàäðàòà X2 â ìíîæåñòâî {èñòèíà, ëîæü}), äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) Ðåôëåêñèâíîñòü: a ∼ a äëÿ ëþáîãî a â X,
(ii) Ñèììåòðè÷íîñòü: åñëè a ∼ b, òî b ∼ a,
(iii) Òðàíçèòèâíîñòü: åñëè a ∼ b è b ∼ c òî a ∼ c.
Çàïèñü âèäà a ∼ b ÷èòàåòñÿ êàê �a ýêâèâàëåíòíî b�.

Òèïè÷íûé ïðèìåð îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: äâà öåëûõ ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 5.

Åñëè (X,∼) � ìíîæåñòâî ñ ââåäåííûì íà íåì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, òî X ðàçáèâàåòñÿ
íà (íåïåðåñåêàþùèåñÿ) êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Èìåííî, äëÿ êàæäîãî x ∈ X îïðåäåëèì êëàññ
Cx := {y ∈ X : y ∼ x}. Èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âèäåòü, ÷òî x ∈ Cx, åñëè x ∈ Cy, òî y ∈ Cx è áîëåå òîãî
åñëè y ∈ Cx, òî Cy ⊂ Cx (äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî z ∈ Cy èìååì x ∼ y ∼ z, ñëåäîâàòåëüíî x ∼ z,
òî åñòü z ∈ Cx). Ìåíÿÿ x è y ìåñòàìè ïîëó÷àåì Cx ⊂ Cy, òî åñòü Cx = Cy. Íàêîíåö, åñëè Cx è Cy



ïåðåñåêàþòñÿ, z ∈ Cx ∩Cy, òî ïî äîêàçàííîìó âûøå Cx = Cz = Cy. Èòàê, ëþáûå äâà êëàññà ëèáî íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, îíè äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
X.

Êàê â îðèåíòèðîâàííîì, òàê è â íåîðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå ñâÿçàííîñòü � îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âåðøèí (ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî). Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè (â îðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå èíîãäà ãîâîðÿò êîìïîíåíòû
ñèëüíîé ñâÿçíîñòè).

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè â íåì ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè (èíûìè ñëîâàìè, ëþáûå
äâå âåðøèíû ñâÿçàíû). Îðãðàô, â êîòîðîì îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, íàçûâàþò ñèëüíî ñâÿçíûì.

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðàôîì. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè îðãðà-
ôà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì îðãðàôîì. Ýòè óòâåðæäåíèÿ íóæäàþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, â äîêàçàòåëü-
ñòâå: äëÿ âåðøèí u, v îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè (èëè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè äëÿ îðãðàôà) åñòü ïóòü
P èç u â v â èñõîäíîì ãðàôå � à äîêàçàòü íàäî, ÷òî åñòü ïóòü â êîìïîíåíòå. Ýòî âåðíî è ëåãêî
óñòàíàâëèâàåòñÿ: ëþáàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ âåðøèíà ïóòè P â èñõîäíîì ãðàôå ñâÿçàíà êàê ñ u, òàê è ñ
v, òàê ÷òî âñå îíè äåéñòâèòåëüíî ëåæàò â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.

Â íåîðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå ìåæäó âåðøèíàìè èç ðàçíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ðåáåð íåò. Â
îðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå âñå ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè äâóõ êîìïîíåíò A è B íàïðàâëåíû â îäíó
ñòîðîíó (òî åñòü ëèáî âñå � èç A â B, ëèáî âñå � èç B â A).

Ãðàô áåç öèêëîâ íàçûâàåòñÿ ëåñîì, åñëè â íåì íåò öèêëîâ. Ñâÿçíûé ëåñ íàçûâàåòñÿ äåðåâîì.
Òåîðåìà 2. Ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì åñëè è òîëüêî åñëè êîëè÷åñòâî ðåáåð íà 1 ìåíüøå
êîëè÷åñòâà âåðøèí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì âåðøèíó a ãðàôà è ïðèñâîèì åé íîìåð 1. Áóäåì äåëàòü ñëåäóþùèå
îïåðàöèè: åñëè êàêàÿ-òî âåðøèíà x ñîåäèíåíà ñ îäíîé èç óæå îòìå÷åííûõ âåðøèí y, òî îòìå÷àåì
âåðøèíó x, ïðèñâàèâàåì åé ìèíèìàëüíûé èç åùå íå ïðèñâîåííûõ íîìåðîâ, à òàêæå ïðèñâàèâàåì
(òàêæå ìèíèìàëüíûé èç íå ïðèñâîåííûõ) íîìåð ðåáðó xy (ðåáðà òîæå íóìåðóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ 1).
Ïîñêîëüêó ãðàô ñâÿçíûé, òàê ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü âñå n åãî âåðøèí, ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ n − 1
ðåáðî, îáðàçóþùèå ñàìè ïî ñåáå ñâÿçíûé ãðàô. Òî, ÷òî ðåáåð ðîâíî n−1, îçíà÷àåò, ÷òî äðóãèõ ðåáåð
íåò � òî åñòü èç êàæäîé âåðøèíû âåäåò åäèíñòâåííîå ðåáðî â âåðøèíó ñ ìåíüøèì íîìåðîì. Çàìåòèì,
÷òî ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ îòñóòñòâèÿ öèêëîâ, îòêóäà è âûòåêàåò çàêëþ÷åíèå
òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè åñòü åùå õîòÿ áû îäíî ðåáðî pq, òî â ãðàôå åñòü öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî
ðåáðó pq è ïóòè èç p â q ïî îòìå÷åííûì ðåáðàì. Åñëè æå áîëüøå ðåáåð, òî íåò è öèêëîâ, ïîñêîëüêó
èç âåðøèíû ãèïîòåòè÷åñêîãî öèêëà ñ ñàìûì áîëüøèì íîìåðîì äîëæíî âåñòè äâà ðåáðà â âåðøèíû
ñ ìåíüøèì íîìåðîì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà 3. Â ñâÿçíîì ãðàôå ìîæíî óäàëèòü íåñêîëüêî ðåáåð òàê, ÷òîáû îñòàëîñü äåðåâî (îíî
íàçûâàåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì).
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì óäàëÿòü ðåáðà ïî îäíîìó, ïîêà ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ. Â òîò ìîìåíò, êîãäà
ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ, ãðàô óæå äåðåâî: åñëè áû â íåì áûë öèêë, ìîæíî áûëî áû óäàëèòü ëþáîå
ðåáðî èç ýòîãî öèêëà.

Ñëåäñòâèå. Â ñâÿçíîì ãðàôå ñ n âåðøèíàìè õîòÿ áû n− 1 ðåáðî.
Ñëåäñòâèå. Â ñâÿçíîì ãðàôå ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó áåç ïîòåðè ñâÿçíîñòè. Òàêèõ âåðøèí õîòÿ
áû 2, åñëè â èñõîäíîì ãðàôå õîòÿ áû äâå âåðøèíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà. Ïîñêîëüêó â íåì n−1 ðåáåð, ãäå n � êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí, òî ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí ðàâíà 2n− 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n > 1 íàéäåòñÿ íå ìåíåå
äâóõ âåðøèí ñòåïåíè 1 � èíà÷å áû ñóììà ñòåïåíåé áûëà íå ìåíüøå, ÷åì 1 + 2(n − 1) = 2n − 1.
Óäàëåíèå êàæäîé èç ýòèõ âåðøèí ñîõðàíÿåò ñâÿçíîñòü äåðåâà, à ñëåäîâàòåëüíî è âñåãî ãðàôà.

Äðóãîé âîçìîæíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà: ðàññìîòðåòü äâà êîíöà ñàìîãî äëèííîãî ïóòè â ãðàôå.

Ìàòðè÷íàÿ òåîðåìà î äåðåâüÿõ.

Ïóñòü G � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, v2, . . . , vn} è ðåáåð E = {e1, . . . , em}. Ìàòðèöà
ñìåæíîñòè AG ðàçìåðà n× n, îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì

AG(i, j) =

{
1 åñëè (i, j) ∈ E(G),
0 åñëè (i, j) /∈ E(G).



Ýòî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùàÿ ãðàô � â ñâÿçè ñ ÷åì ãðàô ÷àñòî çà-
äàþò ìàòðèöåé ñìåæíîñòè. Ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîé åå ñòðîêå ðàâíà ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùåé
âåðøèíû.

Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ãðàôà G èìååò ðàçìåðû n×m è îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì

IG(i, j) =

{
1 åñëè vi ∈ ej ,
0 åñëè vi /∈ ej .

Äëÿ íàñ áîëåå âàæíîé áóäåò ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâèëîì

IG(i, j) =





1 åñëè âåðøèíà vi � íà÷àëî ðåáðà ej ,
−1 åñëè âåðøèíà vi � êîíåö ðåáðà ej

0 åñëè vi /∈ ej .
Ïðè ïåðåíóìåðàöèè âåðøèí è ðåáåð ãðàôà â ìàòðèöàõ ñìåæíîñòè è èíöèäåíòíîñòè ïåðåñòàâëÿ-

þòñÿ ñòðîêè è ñòîëáöû, òàê ÷òî ñòðîãî ãîâîðÿ ýòè ìàòðèöû îïðåäåëÿþò äàæå íå ãðàô, à ãðàô ñ
íóìåðàöèåé âåðøèí (à â ñëó÷àå ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè � è ðåáåð.)

Ìàòðèöà Ëàïëàñà ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì

∆G(i, j) =





1 åñëè (i, j) ∈ E(G),
0 åñëè i 6= j è (i, j) /∈ E(G),
−deg(i) åñëè i = j.

Íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðåøåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà
∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 â òî÷êàõ ðåøåòêè ïðèâîäèò èìåííî ê òàêîé ìàòðèöå. Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ëàïëàñèàí åñòü ñèììåòðè÷íûé íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð
(çäåñü ìû äîïóñêàåì íåêóþ âîëüíîñòü ðå÷è, îòîæäåñòâëÿÿ îïåðàòîð è ìàòðèöó), òàê ÷òî ÷àñòî
óäîáíåå èìåòü äåëî ñ ìèíóñ ëàïëàñèàíîì. Ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè ìàòðèöû Ëàïëàñà ðàâíà
0 (è ëþáîãî ñòîëáöà, êîíå÷íî, òîæå). Ïîýòîìó ìàòðèöà Ëàïëàñà âûðîæäåíà: ñóììà ñòîëáöîâ ðàâíà
0, à çíà÷èò, îíè ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ïðîñòûì, íî âàæíûì ñâîéñòâîì ìàòðèö ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöåé Ëàïëàñà è ìàò-
ðèöåé èíöèäåíòíîñòè ãðàôà ïîñëå ââåäåíèÿ íà íåì îðèåíòàöèè. Îðèåíòèðóåì êàæäîå ðåáðî ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì, ïîëó÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçîâåì G̃. Òîãäà

−∆(G) = IG̃ · (IG̃)t. (1)

Çäåñü Xt îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàííóþ ê X ìàòðèöó. Ïðîâåðêà òîæäåñòâà ïðîèçâîäèòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî îò îðèåíòàöèè ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò ëèøü àïîñòåðèîðè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãèå êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ãðàôû ñâÿçàíû ñ àëãåáðàè÷åñêèìè (òî÷íåå ãî-
âîðÿ � ñïåêòðàëüíûìè) ñâîéñòâàìè åãî ìàòðèöû Ëàïëàñà. Ñàìûå èçâåñòíûå ñïåêòðàëüíûå (òî åñòü
âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé) õàðàêòåðèñòèêè êâàäðàòíîé ìàòðèöû � ñëåä è
îïðåäåëèòåëü. Ñëåä ìèíóñ ëàïëàñèàíà ðàâåí óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó ðåáåð â ãðàôå - à îïðåäåëè-
òåëü, êàê ìû âûÿñíèëè, âñåãäà 0. Ñëåäóþùàÿ ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêàÿ ëåììà ïîäñêàçûâàåò, êàêàÿ
âåëè÷èíà ìîæåò ñûãðàòü ðîëü �íåòðèâèàëüíîãî� îïðåäåëèòåëÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü â êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè è ëþáîãî ñòîëáöà
ðàâíà 0. Òîãäà àëãåáðàè÷åñêèå ýëåìåíòû ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ A ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî åñëè îáíóëÿþòñÿ õîòÿ áû òîëüêî âñå ñóììû ïî ñòðî÷êàì, òî àëãåá-
ðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ U , V ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ u, v, ñòîÿùèõ â îäíîé ñòðî÷êå, ðàâíû 0. Çàìåíèì
ýòó ñòðî÷êó íà íîâóþ: íà ìåñòàõ ýëåìåíòîâ u, v ïîñòàâèì +1 è −1 ñîîòâåòñòâåííî, íà ìåñòàõ îñòàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ ïîñòàâèì íóëè. Â íîâîé ìàòðèöå ïî-ïðåæíåìó ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè ðàâíà
0, ïîýòîìó îíà âûðîæäåíà (ñóììà ñòîëáöîâ ðàâíà 0 � òî åñòü îíè ëèíåéíî çàâèñèìû). Çíà÷èò, åå
îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû îí ðàâåí U −V , ÷òî âèäíî èç ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ
ïî èçìåíåííîé ñòðî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, U − V = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Àíàëîãè÷íî, åñëè ñóììà â
êàæäîì ñòîëáöå ðàâíà 0, òî ðàâíû àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ëþáîãî ñòîëáöà. Òåïåðü
ÿñíî, ÷òî åñëè ðàâíû ñóììû è â ñòðîêàõ, è â ñòîëáöàõ, òî ðàâíû âñå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èç ëèíåéíîé àëãåáðû:



Òåîðåìà 4 (ôîðìóëà Áèíå-Êîøè). Ïóñòü A,B � ìàòðèöû ðàçìåðîâ n× k è k × n, C = AB. Äëÿ
íàáîðà 1 ≤ i1 < i2 < · · · < in ≤ k îïðåäåëèì äâå ìàòðèöû ðàçìåðà n × n, ïîëó÷àþùèåñÿ èç A, åñëè
îñòàâèòü òîëüêî ñòîëáöû ñ íîìåðàìè i1, . . . , in, à èç B � òîëüêî ñòðî÷êè ñ òàêèìè íîìåðàìè.
Èõ îïðåäåëèòåëè îáîçíà÷èì a(i1, . . . , in) è b(i1, . . . , in). Òîãäà

detC =
∑

1≤i1<···<ik≤n

a(i1, . . . , in) · b(i1, . . . , in). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) êàê ôóíêöèþ îò ñòðîê ìàòðèöû A. Îíè îáå
ëèíåéíû ïî êàæäîé ñòðîêå, òàê ÷òî ñîâïàäåíèå äîñòàòî÷íî âûáðàòü áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê
(ìû âûáåðåì îáû÷íûé áàçèñ èç ñòðîê âèäà (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)) è ïðîâåðÿòü òåîðåìó â ñëó÷àå, êîãäà
êàæäàÿ èç ñòðîê � áàçèñíàÿ. Åñëè ñðåäè ñòðîê åñòü îäèíàêîâûå, òî îáå ÷àñòè ðàâíû 0, åñëè âñå îíè
ðàçíûå, òî ìàòðèöà C ñîñòîèò èç n ñòðîê ìàòðèöû B è åäèíñòâåííîå íåíóëåâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé
÷àñòè (2) êàê ðàç ðàâíî åå îïðåäåëèòåëþ.

Òåîðåìà 5 (Ìàòðè÷íàÿ òåîðåìà î äåðåâüÿõ). Ïóñòü G � êîíå÷íûé ãðàô. Òîãäà êîëè÷åñòâî îñòîâ-
íûõ äåðåâüåâ â G ðàâíî àëãåáðàè÷åñêîìó äîïîëíåíèþ ëþáîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû −∆G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîñòåïåííî óñòàíàâëèâàòü òåîðåìó äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ.
1) Òåîðåìà âåðíà äëÿ íåñâÿçíûõ ãðàôîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, âåðøèíû v1, . . . , vk íå

ñâÿçàíû ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè vk+1, . . . , vn, òî àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ïðàâîãî íèæíåãî ýëåìåíòà
ìàòðèöû ∆(G) ðàâíî 0: â ñîîòâåòñòâóþùåì ìèíîðå ñóììà ïåðâûõ k ñòîëáöîâ ðàâíà 0. Êîëè÷åñòâî
îñòîâíûõ äåðåâüåâ òîæå ðàâíî 0.

2) Òåîðåìà âåðíà äëÿ äåðåâüåâ. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí. Äëÿ äåðåâüåâ ñ äâóìÿ âåðøèíà-
ìè âñå ÿñíî. Ïóñòü G � äåðåâî ñ n âåðøèíàìè, à äëÿ äåðåâüåâ ñ n−1 âåðøèíîé òåîðåìà óñòàíîâëåíà.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, âåðøèíà vn−1 � âèñÿ÷àÿ, è ñîåäèíåíà òîëüêî ñ vn. Ïóñòü G′ = G− vn−1, òîãäà
G′ òîæå äåðåâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû −∆G è −∆G′ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå
ýëåìåíòà−∆G(n, n) â ïåðâîé ìàòðèöå ðàâíî àëãåáðàè÷åñêîìó äîïîëíåíèþ ýëåìåíòà−∆G′(n−1, n−1)
âî âòîðîé. Ýòî íàáëþäåíèå çàâåðøàåò ïåðåõîä èíäóêöèè.

3) Ïåðåõîäèì ê ãðàôó îáùåãî âèäà. Èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî (1) è òåîðåìó Áèíå-Êîøè. Ïóñòü M
� (n − 1) × m-ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G̃ (ýòî ãðàô G ïîñëå îðèåíòàöèè
êàæäîãî ðåáðà), ó êîòîðîé óäàëèëè n-óþ ñòðîêó (îòìåòèì: ýòî íå òî æå, ÷òî ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè
ãðàôà G̃−vn, ïîñêîëüêó ðåáðà òèïà vn−vk ìàòðèöà M ó÷èòûâàåò). Òîãäà àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå,
êîòîðîå íàñ èíòåðåñóåò, åñòü detM ·M t. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ôîðìóëå Áèíå-Êîøè.
Ïîñìîòðèì íà ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2). Ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå â íåì, ñîîòâåòñòâóþò âñåì ñïîñîáàì
âûáðàòü n − 1 ðåáðî â ãðàôå G. Äëÿ êàæäîãî ñïîñîáà π âûáðàòü ðåáðà îáîçíà÷èì îáðàçóåìûé
èìè ãðàô (íà òåõ æå âåðøèíàõ v1, . . . , vn) ÷åðåç Gπ. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé
÷àñòè (2) áóäåò ðàâíî àëãåáðàè÷åñêîìó äîïîëíåíèþ (ëþáîãî ýëåìåíòà, íî ìû ñìîòðèì íà ïðàâûé
íèæíèé) ìàòðèöû −∆(Gπ). Íî ãðàô Gπ � ëèáî íåñâÿçíûé (òîãäà, êàê ìû âûÿñíèëè, àëãåáðàè÷åñêèå
äîïîëíåíèÿ ðàâíû 0), ëèáî îí åñòü îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà � è òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå
áóäåò ðàâíî 1. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïîëíàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (2) â íàøåì ñëó÷àå áóäåò ðàâíà
÷èñëó îñòîâíûõ äåðåâüåâ ãðàôà G.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ ìàòðè÷íîé òåîðåìû î äåðåâüÿõ ïîñ÷èòàåì ÷èñëî îñòîâíûõ äåðå-
âüåâ ïîëíîãî ãðàôà Kn íà n âåðøèíàõ. Ïîíÿòíî, ÷òî îñòîâíûå äåðåâüÿ ýòîãî ãðàôà ñóòü ïðîñòî
äåðåâüÿ ñ n (ïîìå÷åííûìè!) âåðøèíàìè.

Òåîðåìà 6 (Ôîðìóëà Êýëè). Êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ ïîëíîãî ãðàôà Kn ðàâíî nn−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó −∆Kn , âû÷èòàÿ ïåðâóþ ñòðîêó èç âñåõ. Àëãåáðàè÷åñêîå
äîïîëíåíèå ëåâîãî íèæíåãî ýëåìåíòà ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ, è áóäåò âèäíî, ÷òî îíî ðàâíî nn−2.

Ñâÿçíîñòü ãðàôîâ. Áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà

Ïóñòü V1, V2 � äâà ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âåðøèí V (G) ãðàôà G. Ìíîæåñòâî X ⊂ V (G)∪E(G)
íàçûâàåòñÿ (V1, V2)-ðàçäåëÿþùèì, åñëè â ãðàôå G − X íåò ïóòåé èç V1 â V2. Ïðî ìíîæåñòâî X
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíî ðàçäåëÿåò X è Y .

Îïðåäåëèì òàêæå ðàçðåç è ðåáåðíûé ðàçðåç ãðàôà: ìíîæåñòâî V1 ⊂ V (G), (ñîîòâåòñòâåííî
E1 ⊂ E(G)) âåðøèí (ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåð) íàçûâàåòñÿ ðàçðåçîì (ñîîòâåòñòâåííî ðåáåðíûì ðàç-
ðåçîì) ãðàôà G, åñëè ïðè óäàëåíèè V1 (ñîîòâåòñòâåííî E1) êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà



óâåëè÷èâàåòñÿ. Âåðøèíà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàçðåçîì, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ; ðåáðî, ÿâëÿþ-
ùååñÿ ðàçðåçîì, íàçûâàåòñÿ ìîñòîì.

Ñâÿçíûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ k-ñâÿçíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåðíî-k-ñâÿçíûì), åñëè ëþáîé
ðàçðåç (ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåðíûé ðàçðåç) ñîäåðæèò íå ìåíåå k âåðøèí (ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåð).

Äëÿ èçó÷åíèÿ äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Äâà ðåáðà ãðàôà áóäåì íàçûâàòü ïîõîæèìè, åñëè îíè ñîâïàäàþò èëè âõîäÿò â îáùèé ïðîñòîé

öèêë.
Êëþ÷åâîé ìîìåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ââåäåííîå íàìè îòíîøåíèÿ åñòü îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òðàíçèòèâíîñòü Ïóñòü ðåáðà a, b âõîäÿò â ïðîñòîé öèêë
Âàñÿ, ðåáðà b, c âõîäÿò â ïðîñòîé öèêë Âñåâîëîä. Ïîéäåì ïî Âñåâîëîäó îò êîíöîâ ðåáðà c â äâå
ñòîðîíû, ïîêà íå íàòêíåìñÿ íà Âàñþ. Ýòî ïðîèçîéäåò íå ïîçæå, ÷åì ìû ïîäîéäåì ê ðåáðó b, òàê ÷òî
íà Âàñþ ìû íàòêíåìñÿ â ðàçíûõ âåðøèíàõ x1, x2. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé ðåáðà
a è c, äîñòàòî÷íî âçÿòü òå ðåáðà Âñåîâîëîäà, ïî êîòîðûì ìû ïðîøëè (â òîì ÷èñëå c), è äîáàâèòü òó
÷àñòü Âàñè îò x1 äî x2, â êîòîðîé ëåæèò ðåáðî a.

Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíà v íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ åñëè è òîëüêî åñëè ëþáûå äâà ðåáðà,
âûõîäÿùèõ èç íåå, ïîõîæè.

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 7. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G ñ íå ìåíåå ÷åì òðåìÿ âåðøèíàìè
ðàâíîñèëüíû:

1) ãðàô äâóñâÿçåí
2) ëþáûå äâå âåðøèíû âõîäÿò â îáùèé ïðîñòîé öèêë
3)ëþáàÿ âåðøèíà è ëþáîå ðåáðî âõîäÿò â îáùèé ïðîñòîé öèêë
4) ëþáûå äâà ðåáðà âõîäÿò â ïðîñòîé öèêë

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â ãðàôå åñòü âèñÿ÷àÿ âåðøèíà, òî ïîíÿòíî, ÷òî îí íå óäîâëåòâîðÿåò íè
îäíîì èç ñâîéñòâ 1-4. Òàê ÷òî ïóñòü ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ìåíåå 2, òîãäà èìïëèêàöèè
(4) ⇒ (3) ⇒ (2) ⇒ (1) ïîíÿòíû. Îñòàëîñü äîêàçàòü (1) ⇒ (4). Èç ïðåäøåñòâóþùåãî òåîðåìå íà-
áëþäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ðåáðà äâóñâÿçíîãî ãðàôà ïîõîæè. Òàê êàê ïîõîæåñòü
åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, à ãðàô ñâÿçåí, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå äâà ðåáðà ïîõîæè, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

Âåðíåìñÿ ê ïðîèçâîëüíîìó ñâÿçíîìó ãðàôó G. Åãî ðåáðà ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòí-
ñîòè ïî îòíîøåíèþ ïîõîæåñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåáðà êàæäîãî êëàññà (âìåñòå ñ èõ âåðøèíàìè)
îáðàçóþò äâóñâÿçíûé ãðàô, è îí ìàêñèìàëåí ïî âêëþ÷åíèþ (òî åñòü íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì áîëü-
øåì äâóñâÿçíîì ïîäãðàôå) � ïîòîìó êàê åñëè äâà ðåáðà ñîäåðæàòñÿ â îäíîì äâóñâÿçíîì ïîäãðàôå,
îíè ïîõîæè. Òàêèå ìàêñèìàëüíûå äâóñâÿçíûå ïîäãðàôû íàçûâàþò áëîêàìè.

Ëþáûå äâà áëîêà ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî îäíîé âåðøèíå (åñëè åñòü äâå îáùèå âåðøèíû, òî
ïóòè ìåæäó íèìè â äâóõ áëîêàõ îáðàçóþò öèêë, íî òîãäà ðåáðà ýòèõ ïóòåé ïîõîæè � ïðîòèâîðå÷èå).
Âåðøèíà, ïðèíàäëåæàùàÿ õîòÿ áû äâóì áëîêàì, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ (è íàîáîðîò, ëþáàÿ
òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû äâóì áëîêàì). Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî íàáëþäåíèÿ, ÷òî
âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ åñëè è òîëüêî åñëè âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà ïîïàðíî ïîõîæè.

Ïîñòðîèì ïî ãðàôó G íîâûé ãðàô, ñîäåðæàùèé èíôîðìàöèþ î åãî áëî÷íîé ñòðóêòóðå. Èìåííî,
âåðøèíàìè íîâîãî ãðàôà bc(G) áóäóò áëîêè è òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G. Áóäåì ñîåäèíÿòü â ãðàôå
bc(G) áëîê B è òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ v, åñëè v ∈ B.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ãðàô bc(G) ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì (åñëè áû â íåì áûë öèêë, ðåáðà ðàçíûõ áëî-
êîâ áûëè áû ïîõîæèìè). Âèñÿ÷èå âåðøèíû ýòîãî äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò áëîêàì, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ
êðàéíèìè áëîêàìè ãðàôà G.

Âåðíåìñÿ ê ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâàì â îáùåì ñëó÷àå.
Èìååòñÿ ïîíÿòíîå ïðåïÿòñòâèå ê ñóùåñòâîâàíèþ ìàëûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ ìåæäó äâóìÿ

ìíîæåñòâàìè âåðøèí V1, V2: áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé. Îêàçûâàåòñÿ, íàëè÷èå
òàêîãî ïðåïÿòñòâèå íå òîëüêî äîñòàòî÷íî, íî è íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàëûõ ðàçäåëÿþùèõ
ìíîæåñòâ íå áûëî. Èìåííî, âåðíà ñëåäóþùàÿ



Òåîðåìà 8 (Òåîðåìà Ãåðèíãà, 2000). Ïóñòü V1, V2 � äâà ïîäìíîæåñòâà V (G), k � íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Òîãäà âåðíî ðîâíî èç äâóõ óñëîâèé:

1) Â V (G) íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî U , |U | < k, ðàçäåëÿþùåå V1 è V2;
2) Â G íàéäåòñÿ íå ìåíåå k ïðîñòûõ ïóòåé èç V1 â V2, ïîïàðíî íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî 1) è 2) îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîãóò: ðàçäåëÿþùåå ìíîæå-
ñòâî îáÿçàíî ñîäåðæàòü õîòÿ áû ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîãî èç ïóòåé èç V1 â V2. Òàêèì îáðàçîì,
òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè íå âåðíî 1), òî âåðíî 2) � òî åñòü, åñëè ëþáîå (V1, V2)-ðàçäåëÿþùåå
ìíîæåñòâî ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì k âåðøèí, òî íàéäóòñÿ k ïóòåé èç V1 â V2. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó
âåðøèí â ãðàôå. Áàçà äëÿ 1 âåðøèíû, êàê îáû÷íî, î÷åâèäíà. Áóäåì óäàëÿòü ðåáðà äî òåõ ïîð, ïîêà
ëþáîå (V1, V2)-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì k âåðøèí. Êîãäà-òî ýòî çàêîí÷èòñÿ
(åñëè òîëüêî |V1 ∩ V2| < k � íî åñëè |V1 ∩ V2| ≥ k, òî èìååòñÿ k îäíîâåðøèííûõ ïóòåé èç V1 â
V2). Èòàê, ïðè óäàëåíèè ðåáðà uv îáðàçóåòñÿ (V1, V2)-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî Z, |Z| < k. Çàìåòèì,
÷òî ìíîæåñòâî Z ∪ x áûëî ðàçäåëÿþùèì è äî óäàëåíèÿ ðåáðà xy, à òîãäà |Z| = k − 1, |Z ∪ x| = k.
Àíàëîãè÷íî, ðàçäåëÿþùèì áûëî ìíîæåñòâî Z∪y. Ïåðâûé ñëó÷àé, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì, ñîñòîèò
â òîì, ÷òî îíî èç ìíîæåñòâ Z ∪ x, Z ∪ y ñîâïàäàåò ñ X, à âòîðîå ñ Y . Ýòîò ñëó÷àé ïðîñò è ÿñåí: â
êà÷åñòâå k ïóòåé èç V1 â V2 ìîæíî âçÿòü âåðøèíû Z è ðåáðî xy. Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ñëó÷àþ, êîãäà
îäíî èç ìíîæåñòâ Z ∪x, Z ∪ y îòëè÷íî è îò X, è îò Y . Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî W , òîãäà |W | = k,
W 6= X, W 6= Y è W � (V1, V2)-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â íàøåì ãðàôå. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ïóòü
èç V1 â W íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû (íåïóñòîãî!) ìíîæåñòâà V2 \W � èíà÷å áû W íå ðàçäåëÿëî V1

è V2. Âûêèíåì èç íàøåãî ãðàôà ìíîæåñòâî âåðøèí Y \W . Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå (V1,W )-ðàçäåëÿþùåå
ìíîæåñòâî â íîâîì ãðàôå G1 ÿâëÿåòñÿ (V1,W )-ðàçäåëÿþùèì è â ñòàðîì, ïîñêîëüêó òî, ÷òî ìû âûêè-
íóëè, íèêàê íå ïîìîãàåò äîáðàòüñÿ èç V1 â W . Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ è (V1, V2)-ðàçäåëÿþùèì,
èáî ëþáîé ïóòü èç V1 â V2 çàõîäèò â W . Ïîýòîìó â íåì íå ìåíåå k âåðøèí. Íî â ãðàôå G1 ñòðîãî
ìåíüøå âåðøèí, ÷åì â èñõîäíîì, òàê ÷òî ê íåìó ïðèìåíèìî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå! Òàêèì
îáðàçîì, èìååòñÿ k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé èç V1 â W . Àíàëîãè÷íî, èìååòñÿ k íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïóòåé èç W â V2. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïóòü èç V1 â W è èç W â V2 íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, êðîìå
êàê ïî îáùåìó êîíöó â W � ýòî áû îçíà÷àëî, ÷òî W íå ðàçäåëÿåò V1 è V2. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü
ñêëåèòü äâà íàøèõ íàáîðà ïî k ïóòåé, ÷òîáû ïîëó÷èòü k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé èç V1 â V2.

Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â 2000 ã. è ïðåïîäíîñèëàñü àâòîðîì êàê áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá äîêàçàòü
ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 9 (Òåîðåìà Ìåíãåðà, 1927). Ïóñòü âåðøèíû a è b ñâÿçíîãî ãðàôà G íå ñîåäèíåíû. Òîãäà
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí (a, b)-ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà ðàâíî íàèáîëüøåìó êîëè÷åñòâó
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ a è b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ãðàô G − a − b è ïðèìåíèòü òåîðåìó Ãåðèíãà ê ìíîæå-
ñòâàì V1, V2, ãäå V1 � ìíîæåñòâî ñîñåäåé a, V2 � ìíîæåñòâî ñîñåäåé b (à k � íàèìåíüøàÿ ìîùíîñòü
(V1, V2)-ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà).

Äðóãîå âàæíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû Ãåðèíãà � òåîðåìà Õîëëà (òàêæå èçâåñòíàÿ êàê ëåììà î äå-
âóøêàõ, çàäà÷à î ñâàäüáàõ, çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ). Îíà îòíîñèòñÿ ê ïàðîñî÷åòàíèÿì â äâóäîëüíûõ
ãðàôàõ. Äâóäîëüíûé ãðàô � ýòî ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû ðàçáèòû íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâà è ðåáðà ñîåäèíÿþò òîëüêî âåðøèíû ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ. Ñëåäóÿ òðàäèöèè, áóäåì
âåðøèíû îäíîé èç äîëåé íàçûâàòü þíîøàìè, äðóãîé äîëè � äåâóøêàìè, à ðåáðà � çíàêîìñòâà-
ìè. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî þíîøåé â èññëåäóåìîì ãðàôå ÷åðåç m, à êîëè÷åñòâî äåâóøåê ÷åðåç d.
Ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå (äâóäîëüíîì èëè íåò) � ýòî íàáîð ðåáåð áåç îáùèõ êîíöîâ. Â ñëó÷àå
äâóäîëüíîãî ãðàôà çíàêîìñòâ þíîøåé è äåâóøåê ïàðîñî÷åòàíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê âîçìîæíîñòü
îäíîâðåìåííî æåíèòü íåñêîëüêèõ þíîøåé íà çíàêîìûõ èì äåâóøêàõ.

Òåîðåìà 10 (Ëåììà î äåâóøêàõ). Åñëè äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . ,m ëþáûå k ìàëü÷èêîâ çíàêîìû
â ñîâîêóïíîñòè õîòÿ áû ñ k äåâî÷êàìè, òî ìîæíî îäíîâðåìåííî ïîæåíèòü êàæäîãî þíîøó íà
çíàêîìîé äåâóøêå (èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå âñåõ ìàëü÷èêîâ).

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè âñåõ þíîøåé ìîæíî ïîæåíèòü, òî ëþáûå k
èç íèõ çíàþò â ñîâîêóïíîñòè íå ìåíåå ÷åì k äåâóøåê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê ãðàôó çíàêîìñòâ òåîðåìó Ãåðèíãà. Â êà÷åñòâå V1 âîçüìåì ìíîæåñòâî
þíîøåé, â êà÷åñòâå V2 � äåâóøåê. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå (V1, V2)-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò



íå ìåíåå ÷åì m = |V1| âåðøèí. Â ñàìîì äåëå, åñëè |U | ≤ m− 1, U ðàçäåëÿåò V1 è V2, òî ëþáîå ðåáðî
èç V1 \ U âåäåò â U ∩ V2 (ýòî ðàâíîñèëüíàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà). Îäíàêî

|V1 \ U | − |U ∩ V2| = |V1| − |U ∩ V1| − |U ∩ V2| = |V1| − |U | = m− (m− 1) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî þíîøåé V1 \ U çíàêîìî â ñîâîêóïíîñòè ìåíåå ÷åì |V1 \ U | äåâóøêàìè,
÷òî ïî óñëîâèþ íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå (V1, V2)-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò íå
ìåíåå ÷åì m = |V1| âåðøèí. Èç ýòîãî ïî òåîðåìå Ãåðèíãà ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ m íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïóòåé èç V1 â V2. Íî ïóòè â äâóäîëüíîì ãðàôå ÷åðåäóþùèåñÿ, òàê ÷òî ýòî äîëæíû áûòü ïðîñòî m
ðåáåð èç V1 â V2 � ÷òî íàì è íóæíî.

Èç ëåììû î äåâóøêàõ ëåãêî âûòåêàåò åå ïîëåçíîå îáîáùåíèå:

Òåîðåìà 11 (îáîáùåííàÿ ëåììà î äåâóøêàõ). Ïóñòü 0 ≤ s ≤ m � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
Åñëè ëþáûå k (k = s, s + 1, . . . , m) þíîøåé çíàþò íå ìåíüøå, ÷åì k − s äåâóøåê, òî ìîæíî
îäíîâðåìåííî ïîæåíèòü õîòÿ áû m− s þíîøåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîçîâåì s ñïåöèàëüíûõ äåâóøåê, ïîçíàêîìèì èõ ñî âñåìè þíîøàìè. Òîãäà äëÿ
íîâîãî ãðàôà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå îáû÷íîé ëåììû î äåâóøêàõ. Ïîæåíèì þíîøåé, ïîëüçóÿñü
ýòîé ëåììîé. Õîòÿ áû m−s þíîøåé áóäóò æåíàòû íå íà ñïåöèàëüíûõ äåâóøêàõ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äðóãîé ôîðìîé îáîáùåííîé ëåììû î äåâóøêàõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 12 (Êåíèãà). Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð â ïàðîñî÷åòàíèè äâóäîëüíîãî ãðàôà G ðàâíî
íàèìåíüøåìó êîëè÷åñòâó âåðøèí â âåðøèííîì ïîêðûòèè ãðàôà G (âåðøèííîå ïîêðûòèå � ýòî
òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî êàæäîå ðåáðî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç íèõ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð â ïàðîñî÷åòàíèè ÷åðåç A, à íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî âåðøèí â âåðøèííîì ïîêðûòèè � ÷åðåç B. ßñíî, ÷òî A ≤ B (êàæäîå ðåáðî ïàðîñî÷åòà-
íèÿ äîëæíî ñîäåðæàòü îäíó èç âåðøèí âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ). Äîêàæåì, ÷òî A ≥ B, òî åñòü â ãðà-
ôå ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå èç B ðåáåð. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
îáîáùåííîé ëåììû î äåâóøêàõ ñ s = m−B. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íåêîòîðûå k þíîøåé (íàçîâåì
èõ áëîíäèíàìè, à îñòàëüíûõ þíîøåé � áðþíåòàìè) çíàþò íå áîëüøå, ÷åì k− s− 1 = k−m + B− 1
äåâóøåê (íàçîâåì èõ øàòåíêàìè, à îñòàëüíûõ äåâóøåê � ðûæèìè). Ïîñìîòðèì íà áðþíåòîâ è øàòå-
íîê. Ýòî âñåãî (m−k)+(k−m+B−1) = B−1 ÷åëîâåê. Òàê êàê áëîíäèíû íå çíàþò ðûæèõ äåâóøåê,
ýòè B−1 ÷åëîâåê îáðàçóþò âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G � ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ B.

Èíîãäà òåîðåìó Êåíèãà ôîðìóëèðóþò â ñëåäóþùåé ôîðìå:
Â íåêîòîðûõ ÿ÷åéêàõ ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû ðàññòàâëåíû çâåçäî÷êè. Òîãäà íàèáîëüøåå êî-

ëè÷åñòâî çâåçäî÷åê, íå ñòîÿùèõ ïîïàðíî â îäíîé ñòðîêå èëè îäíîì ñòîëáöå, ðàâíî íàèìåíüøåìó
êîëè÷åñòâó ëèíèé (ëèíèè � ýòî ñòðîêè èëè ñòîëáöû), ñîäåðæàùèõ âñå çâåçäî÷êè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó Êåíèãà ê ãðàôó ñòðîê è ñòîëáöîâ, â êîòîðîì
ñòðîêà è ñòîëáåö ñîåäèíåíû ðåáðîì, êîãäà íà èõ ïåðåñå÷åíèè ïîñòàâëåíà çâåçäî÷êà.

Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êåíèãà äîêàçûâàåòñÿ âàæíàÿ òåîðåìà Äèëóîðñà.
Ââåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ââåäåíî îòíîøåíèå ≤ (òî åñòü äëÿ íåêîòîðûõ

ïàð ýëåìåíòîâ a, b ∈ M ãîâîðÿò, ÷òî a ≤ b). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî îòíîøåíèå óäîâëåòâîðÿåò äâóì
ñëåäóþùèì òðåì ñâîéñòâàì:

1◦. (ðåôëåêñèâíîñòü) a ≤ a
2◦. (òðàíçèòèâíîñòü) åñëè a ≤ b è b ≤ c, òî a ≤ c.
3◦. (àíòèñèììåòðè÷íîñòü) åñëè a ≤ b è b ≤ a, òî a = b.
Òàêîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, à ìíîæåñòâî M , íà êîòîðîì îíî çàäàíî

� ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì.
Ïðèìåðû. 1. M = R, ïîðÿäîê îáû÷íûé.
2. M � ìíîæåñòâî ôèãóð ïëîñêîñòè ñ òàêèì ïîðÿäêîì: F1 ≤ F2, åñëè ôèãóðà F1 ëåæèò â F2.
3. M � ìíîæåñòâî âåðøèí íåêîòîðîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà áåç öèêëîâ. v1 ≤ v2, åñëè ñóùå-

ñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû v2 â âåðøèíó v1.
Åñëè a ≤ b èëè b ≤ a, ýëåìåíòû a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a è b

íàçûâàþòñÿ íåñðàâíèìûìè.



Ïîäìíîæåñòâî M1 ⊂ M ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ öåïüþ, åñëè ëþáûå äâà åãî ýëåìåíòà ñðàâíè-
ìû. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû a1, a2, . . . , ak êîíå÷íîé öåïè ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü òàê, ÷òî a1 ≤ a2 ≤
· · · ≤ ak. Ýòî íåñëîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè: óïîðÿäî÷èì âñå ýëåìåíòû öåïè, êðîìå îäíîãî, à
ïîòîì íàéäåì, â êàêîå ìåñòî âñòàâèòü ýòîò îñòàâøèéñÿ.

Åñëè ìíîæåñòâî M ñàìî ÿâëÿåòñÿ öåïüþ, îíî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì.
Ïîäìíîæåñòâî M1 ⊂ M íàçûâàåòñÿ àíòèöåïüþ, åñëè íèêàêèå äâà åãî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà íå

ñðàâíèìû. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ôèãóð ïëîøàäè 1 îáðàçóåò àíòèöåïü â ïðèìåðå 2.
Îäíèì èç îñíîâíûõ ôàêòîâ òåîðèè ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 13 (Äèëóîðñà). Ïóñòü M � êîíå÷íîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìèíè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî öåïåé, ïîêðûâàþùèõ âñå ýëåìåíòû M (ìèíèìàëüíîå öåïíîå ïîêðûòèå) ðàâíî
ìàêñèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ â àíòèöåïè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öåïåé, ïîêðûâàþùèõ M , à ÷åðåç B
� ìàêñèìàëüíî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ àíòèöåïè. ßñíî, ÷òî A ≥ B (ëþáàÿ àíòèöåïü ñîäåðæèò íå
áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà èç êàæäîé öåïè, âõîäÿùåé â öåïíîå ïîêðûòèå). Íàäî äîêàçàòü, ÷òî A ≤ B.
Ïîñòðîèì ñëåäóþùèé äâóäîëüíûé ãðàô. Âåðøèíàì îäíîé äîëè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà M , à äðóãîé � íàçîâåì åå M ′ � èõ êîïèè (êîïèþ ýëåìåíòà a áóäåì îáîçíà÷àòü a′).
Óñëîâèìñÿ î åñòåñòâåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a < b, åñëè a ≤ b è a 6= b. Áóäåì
ñîåäèíÿòü ýëåìåíòû a ∈ M è b′ ∈ M ′ ðåáðîì, åñëè a < b. Ðàññìîòðèì â ïîëó÷åííîì äâóäîëüíîì
ãðàôå ìàêñèìàëüíî ïàðîñî÷åòàíèå. Ïóñòü îíî ñîñòîèò èç k ðåáåð; êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
M îáîçíà÷èì ÷åðåç n. Ýòèì k ðåáðàì ñîîòâåòñòâóåò k íåðàâåíñòâ âèäà ai < bi (i = 1, 2, . . . , k) â
ìíîæåñòâå M . Ïðè ýòîì âñå ai ðàçëè÷íû, è âñå bi ðàçëè÷íû, îäíàêî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ai = bj .
Ðàññìîòðèì öåïíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà M , â êîòîðîì âñå öåïè ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà (è òîãî,
èõ n øòóê). Áóäåì óìåíüøàòü ýòî ïîêðûòèå, îáúåäèíÿÿ öåïè, ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà i-îì øàãå,
ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì ai < bi, îáúåäèíÿåì öåïè, ñîäåðæàùèå ai è bi. Òàê êàê âñå ai ðàçëè÷íû è âñå
bi ðàçëè÷íû, ýòî âîçìîæíî (äî i-ãî øàãà ýëåìåíò ai áûë ñàìûì áîëüøèì â ñâîåé öåïè, à bi � ñàìûì
ìàëåíüêèì). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå k øàãîâ ïîëó÷èòñÿ n− k öåïåé. Åñëè n− k ≤ B, òî âñå äîêàçàíî.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: n− k ≥ B +1. Âñïîìíèì, ÷òî k � ýòî ðàçìåð íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ
â íàøåì ãðàôå. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êåíèãà, â ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ âåðøèííîå ïîêðûòèå èç k âåðøèí.
Íåêîòîðûå âåðøèíû ýòîãî ïîêðûòèÿ, ñêàæåì, a1, a2, . . . , aj , áóäóò ëåæàòü â äîëå M , à îñòàëüíûå,
ñêàæåì, b′1, b′2, . . . , b

′
k−j � â äîëå M ′. Âûêèíåì èç ìíîæåñòâà M âñå ýëåìåíòû a1, a2, . . . , aj , à òàêæå

b1, b2, . . . , bk−j . Îñòàíåòñÿ õîòÿ áû n − k ýëåìåíòîâ (íåêîòîðûå èç k âûêèíóòûõ ýëåìåíòîâ ìîãóò
ñîâïàäàòü), íàçîâåì èõ èíòåðåñíûìè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ èíòåðåñíûõ ýëåìåíòîâ a, b âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî a > b, òî â ãðàôå G åñòü ðåáðî (a, b′), íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ íàøèì âåðøèííûì ïîêðûòèåì
� ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, âûêèíóòûå ýëåìåíòû îáðàçóþò àíòèöåïü, â êîòîðîé õîòÿ áû n− k ≥ B + 1
ýëåìåíò � ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì B.

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ïàðîñî÷åòàíèé â íåäâóäîëüíûõ ãðàôàõ.
Ìíîæåñòâî A ⊂ V (G), ñîñòîÿùåå èç s âåðøèí ãðàôà G (s = 0, 1, 2, . . . ) íàçûâàåòñÿ çàïðåùàþ-

ùèì, åñëè â ãðàôå G−A íàéäåòñÿ õîòÿ áû s+1 íå÷åòíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè (òî åñòü êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí).

Òåîðåìà 14 (Òàòòà). Â ãðàôå G ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå åñëè è òîëüêî åñëè â íåì
îòñóòñòâóþò çàïðåùàþùèå ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå åñòü çàïðùàþùåå ìíîæåñòâî A èç s âåðøèí. Îáîçíà-
÷èì C1, C2, . . . , Cs+1 íå÷òåíûå êîìïîíåíòû ãðàôà G − A (âîçìîæíî, åñòü è åùå íå÷åòíûå êîìïî-
íåíòû). ßñíî, ÷òî â ëþáîì ïàðîñî÷åòàíèè F ãðàôà G âåðøèíû êîìïîíåíòû Ci íå ðàçáèâàþòñÿ íà
ïàðû, ïîýòîìó ëèáî îäíà èç íèõ íå ïîêðûòà ïàðîñî÷åòàíèåì F , ëèáî îäíî èç ðåáåð F âåäåò èç Ci â
A. Ïîñêîëüêó â A âñåãî s âåðøèí, ïàðîñî÷åòàíèå F ñîäåðæèò íå áîëåå s ðåáåð, âåäóùèõ â A, ñòàëî
áûòü äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, 2, . . . , s + 1 èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé: îäíà èç âåðøèí êîìïîíåíòû Ci

íå ïîêðûòà ðåáðàìè F . Çíà÷èò, ïàðîñî÷åòàíèå F íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì. Òàêèì îáðàçîì, â ãðàôå
ñ ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷åòàíèåì íå ìîæåò áûòü çàïðåùàþùåãî ìíîæåñòâà.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: â ãðàôå áåç çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî-
÷åòàíèå.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì ãðàô G0 áåç íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ è áåç çàïðåùåí-
íûõ ìíîæåñòâ. ßñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà G0 ÷åòíî (èíà÷å çàïðåùåííûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâî èç 0 âåðøèí).



Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê ãðàôó G0 ìîæíî äîáàâèòü ðåáðî e (ñîåäèíèâ äâå åùå íå ñîåäèíåííûå âåð-
øèíû) òàê, ÷òîáû â ãðàôå G0 + e ïî-ïðåæíåìó íå áûëî ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé. Äîêàæåì, ÷òî
è çàïðåùåííûõ ìíîæåñòâ â ãðàôå G0 + e òàêæå íåò. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: â ãðàôå G0 + e åñòü
çàïðåùåííîå ìíîæåñòâî A èç s âåðøèí è C1, C2, . . . , Cs+1 � íå÷åòíûå êîìïîíåíòû ãðàôà G0 +e−A.
Ãðàô G0−A ëèáî ñîâïàäàåò ñ ãðàôîì G0 + e−A (åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîíöîâ ðåáðà e ëåæèò â A),
ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç G0 + e−A óäàëåíèåì ðåáðà e (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Â ïåðâîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî
A î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ çàïðåùàþùèì è â ãðàôå G0 � ïðîòèâîðå÷èå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A
òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàïðåùàþùèì â ãðàôå G0, òàê êàê ïðè óäàëåíèè ðåáðà êîëè÷åñòâî íå÷åòíûõ êîì-
ïîíåíò íå óìåíüøàåòñÿ (åñëè ðåáðî óäàëÿëîñü èç íå÷åòíîé êîìïîíåíòû è áûëî â íåé ìîñòîì, îäíà
èç äâóõ íîâûõ êîìïîíåíò âñå ðàâíî áóäåò íå÷åòíîé). Îïÿòü ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ãðàô G0 + e òàêæå íå èìååò íè ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, íè çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ.
Áóäåì äîáàâëÿòü ê èìåþùåìóñÿ ãðàôó ðåáðà, ïîêà ýòî âîçìîæíî (òî åñòü íå ïîÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå). Åñëè íè îäíîãî ðåáðà äîáàâèòü íåëüçÿ, òî ãðàô G îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì
íàñûùåííîñòè: â ãðàôå G íåò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, íî îíî ïîÿâëÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè
ëþáîãî ðåáðà.

Ñòðóêòóðà íàñûùåííûõ ãðàôîâ îïèñûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ.
Ðàññìîòðèì íàñûùåííûé ãðàô G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V1 ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G ïîëíîé ñòå-

ïåíè (òî åñòü ñîåäèíåííûõ ñî âñåìè).
Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: â ãðàôå G− V1 ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûì ãðàôîì.
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãðàôå G− V1 ïðîâåäåíû ðåáðà v1 − v2 è v1 − v3, òî â íåì ïðî-

âåäåíî è ðåáðî v2 − v3 (òî åñòü îòíîøåíèå áûòü ñîåäèíåííûìè ðåáðîì òðàíçèòèâíî). Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå: v2 è v3 íå ñîåäèíåíû. Òàê êàê v1 /∈ V1, âåðøèíà v1 íå ñîåäèíåíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé
v4 ∈ V (G).

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì íàñûùåííîñòè, íàõîäèì ñîâåðøåííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ F1 è F2 â ãðàôàõ
G + e1 è G + e2, ãäå e1 = v2 − v3, e2 = v1 − v4. Ðàññìîòðèì ðåáðà ïàðîñî÷åòàíèé F1 è F2. Îíè îáðà-
çóþò íåñêîëüêî ÷åðåäóþùèõñÿ öèêëîâ è íåñêîëüêî ðåáåð, ïðèíàäëåæàùèõ îáîèì ïàðîñî÷åòàíèÿì.
Ðàññìîòðèì öèêëû C1 è C2, ñîäåðæàùèå ðåáðà e1 è e2 ñîîòâåòñòâåííî. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1) Åñëè C1 6= C2, èçìåíèì ïàðîñî÷åòàíèå F1, çàìåíèâ â öèêëå C1 ðåáðà ïàðîñî÷åòàíèÿ F1 ðåáðàìè
ïàðîñî÷åòàíèÿ F2. Ïîëó÷èì ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G � ïðîòèâîðå÷èå.

2) Åñëè C1 = C2, ïîéäåì ïî ïóòè C1−e2 îò âåðøèíû v1 ê âåðøèíå v4, ïîêà íå âñòðåòèì âåðøèíó
v2 èëè v3. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ýòî âåðøèíà v2. Èçìåíèì F1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàìåíèì ðåáðà F1

ðåáðàìè F2 íà ïóòè îò v3 äî v4 è äîáàâèì ðåáðî v1−v3 (à ðåáðî e1 óäàëèì). Ïîëó÷èòñÿ ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G � ïðîòèâîðå÷èå. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü ñîâñåì íåñëîæíî çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà.
Òàê êàê ìíîæåñòâî V1 íå ÿâëÿåòñÿ çàïðåùàþùèì â ãðàôå G, íå÷åòíûõ êîìïîíåíò â G − V1 íå

áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî s âåðøèí ìíîæåñòâà V1. À â ýòîì ñëó÷àå íåñëîæíî ïîñòðîèòü ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G � ïðîòèâîðå÷èå.

Êàê è ëåììà î äåâóøêàõ, òåîðåìà Òàòòà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà ñëó÷àé íåñîâåðøåííûõ ïà-
ðîñî÷åòàíèé.

Íàçîâåì äåôåêòîì ãðàôà G ìèíèìàëüíîå èç òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë k0, ÷òî ïðè óäàëåíèè
ëþáûõ s âåðøèí ãðàôà G îáðàçóåòñÿ íå áîëåå, ÷åì s + k0 íå÷åòíûõ êîìïîíåíò.

Çàìåòèì, ÷òî ÷åòíîñòü äåôåêòà ðàâíà ÷åòíîñòè êîëè÷åñòâà âåðøèí ãðàôà.
Âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 15 (Ôîðìóëà Áåðæà). Äåôåêò ãðàôà ðàâåí êîëè÷åñòâó âåðøèí, íåïîêðûòûõ íàèáîëüøèì
ïàðîñî÷åòàíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d(G) � äåôåêò ãðàôà G. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðîñòîé ÷àñòè òåîðå-
ìû Òàòòà óáåæäàåìñÿ, ÷òî â ëþáîì ïàðîñî÷åòàíèè îñòàþòñÿ íåïîêðûòûìè õîòÿ áû d(G) âåðøèí.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè äîáàâèòü ê ãðàôó G íîâûå âåðøèíû â êîëè÷åñòâå d(G) è ñîåäèíèòü èõ
ðåáðàìè ñî âñåìè îñòàëüíûìè è äðóã ñ äðóãîì, òî â íîâîì ãðàôå íå áóäåò çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ
(äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè óäàëåíèè íåñêîëüêèõ âåðøèí îñòàåòñÿ õîòÿ áû îäíà íîâàÿ, òî îñòàåòñÿ
ñâÿçíûé ãðàô; åñëè æå óäàëÿþòñÿ âñå íîâûå âåðøèíû è s ñòàðûõ, òî îñòàåòñÿ íå áîëåå s + d(G)
íå÷åòíûõ êîìïîíåíò ïî îïðåäåëåíèþ äåôåêòà). Çíà÷èò, â íîâîì ãðàôå åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷å-
òàíèå. Ïðè ýòîì âñå åãî ðåáðà, êðîìå íå áîëåå ÷åì d(G), ïðèíàäëåæàò è ãðàôó G. Ñòàëî áûòü â G
åñòü ïàðîñî÷åòàíèå, íå ïîêðûâàþùåå íå áîëåå d(G) âåðøèí.



Ýéëåðîâû öèêëû è ïóòè

Ïóòü (ñîîòâåòñòâåííî, öèêë) â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì, åñëè îí ïî ðàçó ñîäåðæèò âñå
ðåáðà ãðàôà.Ïðè ýòîìó óäîáíî äîïóñêàòü â ãðàôå íàëè÷èå êðàòíûõ ðåáåð.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîñòàâëÿåò ïðîñòîé êðèòåðèé íàëè÷èÿ â ãðàôå ýéëåðîâà ïóòè èëè öèêëà.

Òåîðåìà 16. Â ñâÿçíîì (íåîðèåíòèðîâàííîì) ãðàôå ñóùåñòâóåò Ýéëåðîâ öèêë (ñîîòâåòñòâåííî,
ýéëåðîâ ïóòü, íå ÿâëÿþùèéñÿ öèêëîì) åñëè è òîëüêî åñëè â íåì 0 (ñîîòâåòñòâåííî 2) âåðøèíû
íå÷åòíîé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîëüêî-åñëè-÷àñòü î÷åâèäíà: ýéëåðîâ ïóòü, ïðîõîäÿ êàæäóþ ïðîìåæóòî÷íóþ âåð-
øèíó, èñïîëüçóåò äâà èíöèäåíòíûõ åé ðåáðà, ñòàëî áûòü ñòåïåíè âñåõ âåðøèí, êðîìå íà÷àëà è êîí-
öà, ÷åòíû. Àíàëîãè÷íî äëÿ öèêëà. Äîêàçàòåëüñòâî åñëè-÷àñòè ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó
ðåáåð. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ðå÷ü î ïóòè. Ðàññìîòðèì â íàøåì ãðàôå ïóòü ìåæ-
äó äâóìÿ âåðøèíàìè íå÷åòíîé ñòåïåíè. Óäàëèì åãî. Ãðàô, âîçìîæíî, ðàñïàäåòñÿ íà êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñòåïåíè âñåõ âåðøèí áóäóò ÷åòíûìè, à ñòàëî áûòü â íèõ ïî èíäóê-
öèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ áóäóò ñóùåñòâîâàòü ýéëåðîâû öèêëû. Áóäåì äâèãàòüñÿ â èñõîäíîì ãðàôå
ïî óäàëåííîì ïóòè. Êàæäûé ðàç, âñòðå÷àÿ âåðøèíó èç î÷åðåäíîé íå îáîéäåííîé êîìïîíåíòû, áóäåì
îáõîäèòü åå ïî ýéëåðîâó öèêëó ýòîé êîìïîíåíòû è ïðîäîëæàòü äâèæåíèå ïî ïóòè.

Ãàìèëüòîíîâû öèêëû è ïóòè

Ïðîñòîé ïóòü èëè öèêë â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè îí ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäóþ
âåðøèíó (ðîâíî) îäèí ðàç.

Ïðîñòûõ êðèòåðèåâ ñóùåñòâîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòè èëè öèêëà â ãðàôå íå èçâåñòíî è, ïî âñåé
âèäèìîñòè, íå ñóùåñòâóåò.

Îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùåé êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé Äèðàêà, äàþùåé äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòè èëè öèêëà â òåðìèíàõ ñòåïåíåé âåðøèí.

Òåîðåìà 17. Åñëè â ãðàôå G ñ n âåðøèíàìè ñóììà ñòåïåíåé ëþáûõ äâóõ âåðøèí íå ìåíüøå n− 1
(ñîîòâåòñòâåííî, íå ìåíüøå n), â íåì ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ ïóòü (ñîîòâåòñòâåííî, öèêë).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà. Åñëè â ãðàôå ñ k âåðøèíàìè èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ ïóòü, è ñóììà ñòåïåíåé êîíöîâ ýòîãî
ïóòè íå ìåíüøå, ÷åì k, òî â íåì èìååòñÿ è ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p = A1A2 . . . Ak � ãàìèëüòîíîâ ïóòü, è âåðøèíà A1 èìååò ñòåïåíü l. Ðàñ-
ñìîòðèì l çåëåíûõ âåðøèí, ïðåäøåñòâóþùèõ (â ñìûñëå ïîðÿäêà îò A1 äî Ak) ýòèì âåðøèíàì â ïóòè
p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà Ak íå ñîåäèíåíà ñ çåëåíûìè âåðøèíàìè. Òîãäà ñòåïåíü âåðøèíû Ak

íå áîëüøå k − 1 − l, òî åñòü ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí A1 è Ak íå áîëüøå k − 1 � ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, âåðøèíà Ak ñîåäèíåíà ñ êàêîé-òî çåëåíîé âåðøèíîé Ai. Â ýòîì ñëó÷àå â ãðàôå ñóùåñòâóåò
ãàìèëüòîíîâ öèêë A1A2 . . . AiAkAk−1 . . . Ai+1A1

Èç ëåììû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî äëÿ ïóòè, òî âåðíî è äëÿ öèêëà.
Äîêàæåì äëÿ ïóòè. Ðàññìîòðèì ñàìûé äëèííûé ïðîñòîé ïóòü p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íå ãà-

ìèëüòîíîâ è ñîäåðæèò k < n âåðøèí. Ãðàô, îáðàçîâàííûé âåðøèíàìè ïóòè p, íàçîâåì H. Çàìåòèì,
÷òî êîíöû ñàìîãî äëèííîãî ïóòè ñîåäèíåíû òîëüêî ñ äðóãèìè âåðøèíàìè òîãî æå ïóòè, òàê ÷òî ê
ãðàôó H ïðèìåíèìà ëåììà: ñóììà ñòåïåíåé êîíöîâ ïóòè p, ÿâëÿþùåãîñÿ â H ãàìèëüòîíîâûì, íå
ìåíüøå ÷åì n− 1 ≥ k. Òàêèì îáðàçîì, â ãðàôå G íàéäåòñÿ öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî k âåðøèíàì. Åñëè
èç íåãî âåäåò õîòÿ áû îäíî ðåáðî âíå öèêëà, òî ýòî ñðàçó äàåò ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî k + 1 âåðøèíå
� ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ äëèíû p. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí öèêëà íå
ïðåâîñõîäÿò k− 1, à ñòåïåíè íå âõîäÿùèõ â öèêë âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò n− k− 1, ÷òî â ñóììå äàåò
íå áîëåå n− 2 � îïÿòü ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîêðàñêè ãðàôîâ.

Ðàñêðàñêîé âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà åãî âåðøèí íà íåñêîëüêî íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ (íàçûâàåìûõ öâåòàìè). Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ðåáåð íàçûâàåòñÿ ðåáåðíîé
ðàñêðàñêîé.



Ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè âåðøèíû, îêðàøåííûå â îäèí öâåò (òî åñòü ïðèíàäëå-
æàùèå îäíîìó ïîäìíîæåñòâó ðàçáèåíèÿ), íå ñîåäèíåíû ðåáðàìè. Àíàëîãè÷íî, ðåáåðíàÿ ðàñêðàñêà
íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ðåáðà îäíîãî öâåòà íå èìåþò îáùèõ âåðøèí.

Íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî ïðàâèëüíî ïîêðàñèòü âåðøèíû (ñîîòâåòñòâåí-
íî, ðåáðà) ãðàôà G, íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì (ñîîòâåòñòâåííî, õðîìàòè÷åñêèì èí-
äåêñîì) ãðàôà G è îáîçíà÷àåòñÿ χ(G) (ñîîòâåòñòâåííî, χ′(G)).

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè χ(G) ≤ 2 (òî åñòü åãî âåðøèíû ìîæíî ïðàâèëüíî ïîêðà-
ñèòü â äâà öâåòà).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïðîñòîé êðèòåðèé äâóäîëüíîñòè ãðàôà.

Òåîðåìà 18. Ãðàô äâóäîëåí åñëè è òîëüêî åñëè îí íå ñîäåðæèò íå÷åòíûõ öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî â äâóäîëüíîì ãðàôå íåò íå÷åòíûõ öèêëîâ (â êàæäîì öèêëå öâåòà âåð-
øèí ÷åðåäóþòñÿ). Äîêàæåì, ÷òî åñëè íå÷åòíûõ öèêëîâ íåò, òî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà
öâåòà. Ñ ýòîé öåëüþ ïîêðàñèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó A0 â öâåò 1. Ïðèñâîèì âåðøèíå A0 ðàíã 0.
Âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ñ A0, íàçîâåì âåðøèíàìè ðàíãà 1 è ïîêðàñèì â öâåò 2. Âåðøèíû, ñîåäèíåí-
íûå ñ âåðøèíàìè ðàíãà 1, ïîêðàñèì â öâåò 1 è ïðèñâîèì èì ðàíã 2. Ïðîäîëæèì â òîì æå äóõå.
Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû îäíîãî ðàíãà íå ñîåäèíåíû (èíà÷å íàéäåòñÿ íå÷åòíûé öèêë, îáðàçîâàííûé
ñîåäèíåííûìè âåðøèíàìè îäíîãî ðàíãà è ïóòÿìè îò ýòèõ âåðøèí äî âåðøèíû A1 � òî÷íåå, äî ìî-
ìåíòà ïåðâîé âñòðå÷è ýòèõ ïóòåé). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí (âåðøèíû
÷åòíîãî ðàíãà êðàñÿòñÿ â îäèí öâåò, íå÷åòíîãî � â äðóãîé) áóäåò ïðàâèëüíîé.

Ïðè c ≥ 2 ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà χ(G) ≤ c (òî åñòü âîçìîæíîñòè ïîêðàñèòü âåðøèíû ãðàôà
â c öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì) ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé (è ìàòåìàòè÷åñêè,
è â ñìûñëå òåîðèè àëãîðèòìîâ). Ïîëíîãî ïðîñòîãî îïèñàíèÿ, êàê äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, òóò íåò.
Ïîãîâîðèì î âåðõíèõ îöåíêàõ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ÷åðåç îöåíêè íà ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà. Íà÷íåì
ñî ñëåäóþùåãî íåñëîæíîãî, íî ïîëåçíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2. Ïóñòü v1, v2, . . . , vn � âñå âåðøèíû ãðàôà G, è ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . , n âåðøèíà vk

èìååò íå áîëåå ÷åì d ñîñåäåé ñðåäè âåðøèí v1, . . . , vk−1. Òîãäà χ(G) ≤ d + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì êðàñèòü âåðøèíû â óêàçàííîì ïîðÿäêå â d+1 öâåò, íà÷èíàÿ ñ v1. Êàæäûé
ðàç ó î÷åðåäíîé íåïîêðàøåííîé âåðøèíû èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì d íåïîêðàøåííûõ ñîñåäåé, ïîýòîìó
åå ìîæíî ïîêðàñèòü â öâåò, îòëè÷íûé îò öâåòîâ âñåõ ýòèõ ïîêðàøåííûõ ñîñåäåé. Òàê ïîêðàñèì âñå
âåðøèíû.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ñòåïåíè âñåõ âåðøèíà ãðàôà G íå ïðåâîñõîäÿò d, òî

χ(G) ≤ d + 1. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå è ïðèìåíèì ëåììó 2.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëíîãî ãðàôà Kd+1 îöåíêà (3) íå óëó÷øàåìà. Êðîìå òîãî, îíà íå óëó÷øàåìà
äëÿ d = 2 è ãðàôà, ÿâëÿþùåãîñÿ íå÷åòíûì öèêëîì. Ãëóáîêàÿ òåîðåìà Áðóêñà óòâåðæäàåò, ÷òî
âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà âåðíî íåðàâåíñòâî χ(G) ≤ d (ïîíÿòíî, ÷òî çàäà÷à
ïðàâèëüíîé ïîêðàñêè ãðàôà ñâîäèòñÿ ê ïîêðàñêå êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òàê ÷òî ïî ñóùåñòâó
äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñâÿçíûìè ãðàôàìè).

Òåîðåìà 19 (Áðóêñ). Ïóñòü G � ãðàô, ñòåïåíè âñåõ âåðøèíû êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò d. Òîãäà
åñëè d ≥ 3 è íè îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè G íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì Kd+1, òî χ(G) ≤ d.
Ïðè d = 2 íåðàâåíñòâî χ(G) ≤ 2 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè íè îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ
íå÷åòíûì öèêëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñâÿçíîãî ãðàôà G. Ñëó÷àé
d = 2 ïîíÿòåí: G ÿâëÿåòñÿ ïóòåì èëè öèêëîì, âñå ïóòè è ÷åòíûå öèêëû êðàñÿòñÿ â 2 öâåòà, à
íå÷åòíûå öèêëû íå êðàñÿòñÿ. Ïóñòü d ≥ 3. Âûáåðåì íåêîòîðóþ âåðøèíó q è ðàíæèðóåì ãðàô,
íà÷èíàÿ ñ x (q èìååò ðàíã 0, ñîñåäè q � ðàíã 1, ñîñåäè âåðøèí ðàíãà 1, íå èìåþùèå ðàíãà 0 è 1
èìåþò ðàíã 2 è òàê äàëåå). Ïðîíóìåðóåì òåïåðü âñå âåðøèíû ãðàôà, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ïîñëåäíåãî
ðàíãà: ñíà÷àëà íîìåðà ïîëó÷àò âñå âåðøèíû ïîñëåäíåãî ðàíãà (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå), ïîòîì âñå
âåðøèíû ïðåäïîñëåäíåãî è òàê äàëåå. Ïóñòü v1, v2, . . . , vn = q � ïîñòðîåííàÿ íóìåðàöèÿ. Çàìåòèì,
÷òî ïðè i < n âåðøèíà vi èìååò õîòÿ áû îäíîãî ñîñåäà vj ñ j > i (ïîñêîëüêó ñîåäèíåíà õîòÿ áû



ñ îäíîé âåðøèíîé ìåíüøåãî ðàíãà). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîñåäåé âåðøèíû vi ñðåäè
âåðøèí v1, . . . , vi−1 íå ïðåâîñõîäèò d − 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ê ãðàôó G′ = G − x ëåììó 2,
ïîëó÷àåì, ÷òî G′ ìîæíî ïðàâèëüíî ïîêðàñèòü â d öâåòîâ 1, 2, . . . , d. Íàçîâåì ïðàâèëüíóþ ïîêðàñêó
G′ ïðåäïîêðàñêîé. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàì óäàñòñÿ íàéòè ïðåäïîêðàñêó, äëÿ êîòîðîé ñîñåäè âåðèøíû
q ïîêðàøåíû íå âî âñå èñïîëüçóåìûå d öâåòîâ, òî ìû ëåãêî äîêðàñèì q. Â ÷àñòíîñòè, ýòî çàâåäîìî
èìååò ìåñòî, åñëè deg(q) < d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâèëüíîé ïîêðàñêè íàøåãî ãðàôà íå ñóùåñòâóåò,
òîãäà deg(q) = d è äëÿ ëþáîé ïðåäïîêðàñêè ñîñåäè u1, . . . , ud âåðøèíû q èìåþò ðàçëè÷íûå öâåòà.
Íà÷íåì ñ êàêîé-òî ïðåäïîêðàñêè, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ui èìååò öâåò i äëëÿ âñåõ
i = 1, 2, . . . , d. Ðàññìîòðèì âåðøèíû öâåòîâ 1 è 2, ïóñòü G12 � ïîäãðàô G, îáðàçîâàííûé èìè, è
C12 � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðàôà, ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó u1. Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
êîìïîíåíòû C12:

1) u2 ∈ C12. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, ìîæíî â êîìïîíåíòå C12 ïîìåíÿòü ìåñòàìè öâåòà 1
è 2, ïîñëå ÷åãî ñðåäè ñîñåäåé q íå îêàæåòñÿ âåðøèíû öâåòà 1 � ïðîòèâîðå÷èå (ìû ïîëó÷èëè âûøå,
÷òî äëÿ ëþáîé ïðåäïîêðàñêè ñîñåäè q èìåþò âñå öâåòà ïî ðàçó.)

2) Êîìïîíåíòà C12 � ïðîñòîé ïóòü èç u1 â u2. Äîêàæåì ýòî. Åñëè ñòåïåíü âåðøèíû u1 â êîìïî-
íåíòå C12 íå ìåíüøå 2, òî ñðåäè ñîñåäåé âåðøèíû u1 âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì 1 + (d − 3) = d − 2
öâåòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èçìåíèòü ïðåäïîêðàñêó, ïåðåêðàñèâ u1 â öâåò, îòëè÷íûé îò 1 � ïðîòèâîðå÷èå.
Àíàëîãè÷íî, ñòåïåíü âåðøèíû u2 â C12 ðàâíà 1. Ðàíæèðóåì êîìïîíåíòó C12 èç âåðøèíû u1 è ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñòåïåíü íåêîòîðîé âåðøèíû â íåé õîòÿ áû 3 (åñëè íåò, òî âñå äîêàçàíî � C12 ìîæåò
áûòü òîëüêî ïðîñòûì ïóòåì èç u1 â u2). Ðàññìîòðèì òàêóþ âåðøèíó w íàèìåíüøåãî ðàíãà. Ñðåäè
ñîñåäåé âåðøèíû w âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå d − 3 öâåòîâ, îòëè÷íûõ îò 1 è 2, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåêðà-
ñèòü w â öâåò, îòëè÷íûé îò 1 è 2. Íî òîãäà èç-çà ìèíèìàëüíîñòè ðàíãà âåðøèíû w êîìïîíåíòà C12

ñòàíîâèòñÿ ïðîñòî ïóòåì èç u1, êîòîðûé îáðûâàåòñÿ, íå äîéäÿ äî u2. Íî íè â êàêîé ïðåäïîêðàñêå
ýòî íå òàê ïî ï.1) � ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèå êîìïîíåíòû, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ÷åðåäóþùèìèñÿ öåïÿìè, ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ
ëþáîé ïàðû öâåòîâ. Îòìåòèì åùå ñâîéñòâî

3) Äâå ÷åðåäóþùèåñÿ öåïè íå ìîãóò èìåòü îáùèõ âåðøèí, êðîìå êîíöîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
íåêîòîðàÿ âåðøèíà w ïðèíàäëåæèò, íàïðèìåð, 12-öåïè è 13-öåïè, òî åå ñîñåäè èìåþò íå áîëåå ÷åì
d− 4 öâåòîâ, îòëè÷íûõ îò 1,2,3, ÷òî ïîçâîëÿåò åå ïåðåêðàñèòü è ðàçðóøèòü îáå öåïè.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ãðàô G � íå ïîëíûé. Òîãäà ñðåäè âåðøèí u1, . . . , ud íàéäóòñÿ äâå
íåñìåæíûå, ïóñòü ýòî áóäóò âåðøèíû u1 è u2. Ïîìåíÿåì öâåòà 1 è 3 â öåïè C13 (òóò ìû ïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî d ≥ 3). Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî öåïè ìåæäó ïàðàìè öâåòîâ 1,2 è 2,3 ïåðåñåêàþòñÿ �
çàêëþ÷èòåëüíîå ïðîòèâîðå÷èå, çàêàí÷èâàþùåå äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χG(k) êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ãðàôà G â k (äàííûõ) öâåòîâ. Ýòà
ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé k íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ãðàôà G.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, íàïðèìåð,

χK̄n
= kn

χKn(k) = k(k − 1) . . . (k − n + 1) = (k)n

χTn = k(k − 1)n−1,

ãäå K̄n,Kn, Tn � ñîîòâåòñòâåííî ïóñòîé ãðàô, ïîëíûé ãðàô è (ïðîèçâîëüíîå) äåðåâî ñ n âåðøèíàìè.
Óáåäèòüñÿ â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìîæíî, êðàñÿ âåðøèíû ïî îäíîé, â ñëó÷àå äåðåâà � ïîäâåñèâ åãî
çà âåðøèíó è êðàñÿ ïî î÷åðåäè âåðøèíû íóëåâîãî ðàíãà, ïîòîì ïåðâîãî, ïîòîì âòîðîãî è òàê äàëåå.

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå òîëüêî â ýòèõ ñëó÷àÿõ, à âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò k:

Òåîðåìà 20. Åñëè G � ãðàô ñ n âåðøèíàìè, òî χG(k) � óíèòàðíûé (ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì
1) ìíîãî÷ëåí îò k ñòåïåíè n c öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîé ðàñêðàñêå ãðàôà G ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà åãî âåðøèí íà
àíòèêëèêè (ïóñòûå ïîäãðàôû): äëÿ êàæäîãî öâåòà ìíîæåñòâî âåðøèí ýòîãî öâåòà åñòü àíòèêëèêà
(âîçìîæíî, ïóñòàÿ � òî åñòü áåç âåðøèí). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà V (G)
íà m íåïóñòûõ àíòèêëèê èìååòñÿ ðîâíî k(k − 1)(k − 2) . . . (k − m + 1) = (k)m ðàñêðàñîê, äàþùèõ
ýòî ðàçáèåíèå (ïåðâàÿ àíòèêëèêà êðàñèòñÿ â îäèí èç k öâåòîâ, âòîðàÿ â îäèí èç k − 1 è òàê äàëåå).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü S(G,m) êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé V (G) íà m àíòèêëèê, òî

χG(k) =
n∑

m=0

S(G,m)(k)m. (4)



Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî (k)m � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m îò ïåðåìåííîé k è S(G,n) = 1, îòêóäà χG �
óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

Íàïðèìåð, äëÿ ïóñòîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ èç (4)ïîëó÷àåì èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå

kn =
∑

S(n, m)(k)m, (5)

ãäå S(n,m) � ÷èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà (êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà ìîùíîñòè n íà m
íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ).

Î÷åíü ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ òàêæå ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà:

Òåîðåìà 21. Ïóñòü e = uv � ðåáðî ãðàôà G. Òîãäà

χG = χG−e − χG/e, (6)

(ãäå ãðàôû G− e è G/e ïîëó÷àþòñÿ èç G ñîîòâåòñòâåííî óäàëåíèåì ðåáðà G è ñòÿãèâàíèåì åãî â
îäíó âåðøèíó.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñêðàñêè ãðàôà G−e, â êîòîðûõ u è v èìåþò ðàçíûé öâåò, íàõîäÿòñÿ â î÷åâèäíîì
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñêðàñêàìè G; ðàñêðàñêè ãðàôà G−e, â êîòîðûõ u è v èìåþò
îäèíàêîâûé öâåò � âî âçàèìíî- îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñêðàñêàìè G/e. Îòñþäà è ïîëó÷àåì
χG−e = χG + χG/e.

Ïîêàæåì, êàê ðàáîòàåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (6), äîêàçàâ ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ñâÿçûâàþ-
ùóþ õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è àöèêëè÷åñêèå îðèåíòàöèè ãðàôà. (àöèêëè÷åñêàÿ îðèåíòàöèÿ
åñòü ñïîñîá îðèåíòèðîâàòü êàæäîå ðåáðî ãðàôà òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íå
èìåë öèêëîâ).

Òåîðåìà 22 (Ñòýíëè). Ïóñòü f(G) � êîëè÷åñòâî àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòàöèé ãðàôà G ñ n âåðøè-
íàìè. Òîãäà

f(G) = (−1)nχG(−1). (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïóñòûõ ãðàôîâ ðàâåíñòâî (7) î÷åâèäíî. Ïðèìåì ýòî çà áàçó èíäóêöèè, âåäó-
ùåéñÿ ïî ÷èñëó ðåáåð. Ïóñòü e = uv � ðåáðî ãðàôà G è äëÿ ãðàôîâ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ðåáåð (7)
óñòàíîâëåíî. Äîêàæåì, ÷òî

f(G) = f(G− e) + f(G/e). (8)
Òîãäà (7) áóäåò ñëåäîâàòü èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è (6):

f(G− e) + f(G/e) = (−1)nχG−e(−1) + (−1)n−1χG/e(−1) = (−1)nχG(−1),

÷òî è òðåáîâàëîñü. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå 8. Àöèêëè÷åñêèå îðèåíòàöèè
ãðàôà G − e ðàçîáüåì íà äâà òèïà: ïóñòü â A òàêèõ îðèåíòàöèÿõ ìåæäó âåðøèíàìè u è v åñòü
ïóòü (òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè, êîíå÷íî), à â B îðèåíòàöèÿõ ïóòè íåò. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà
f(G) = A + 2B: àöèêëè÷åñêèå îðèåíòàöèè G − e, â êîòîðûõ ìåæäó u è v åñòü ïóòü, åäèíñòâåííûì
îáðàçîì äîïîëíÿåòñÿ äî îðèåíòàöèè G (íàäî îðèåíòèðîâàòü ðåáðî e òàê æå, êàê ýòîò ïóòü), à òå,
â êîòîðûõ ïóòè ìåæäó u è v íåò � äâóìÿ ñïîñîáàìè (îðèåíòèðóåì ðåáðî e êàê óãîäíî). Îñòàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî f(G/e) = B. Íî è ýòî ïîíÿòíî: èìåííî îðèåíòàöèè ãðàôà G− e, â êîòîðûõ íåò ïóòåé
ìåæäó u è v îñòàíóòñÿ àöèêëè÷åñêèìè ïîñëå ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà e.

Îáðàòèìñÿ ê ðåáåðíûì ðàñêðàñêàì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò óäèâèòåëüíî òî÷íûå îöåíêè íà
õðîìàòè÷åñêèé èíäåêñ ãðàôà ÷åðåç ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû.

Òåîðåìà 23 (Âèçèíã). Ïóñòü d � ìàêèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí ãðàôà G. Òîãäà d ≤ χ′(G) ≤ d+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà d ≤ χ′(G) î÷åâèäíà (ðåáðà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû, äîëæíû èìåòü
ðàçíûé öâåò). Äîêàæåì, ÷òî ãðàô ìîæíî ïîêðàñèòü â d+1 öâåò. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó ðåáåð. Áàçà
(1 ðåáðî) î÷åâèäíà. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì ãðàô ñ íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ðåáåð,
äëÿ êîòîðîãî óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Óäàëèì â íåì ïðîèçâîëüíî îäíî ðåáðî. Ïîêðàñèì îñòàâøèéñÿ
ãðàô â d + 1 öâåò 1, 2, . . . , d + 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öâåò i îòñóòñòâóåò â âåðøèíå v, åñëè íè îäíî
èç ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç v, íå ïîêðàøåíî â öâåò i. ßñíî, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå îòñóòñòâóåò õîòÿ áû
îäèí öâåò (ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû ìåíüøå ÷èñëà öâåòîâ).



Ïóñòü e1 = xy1 � óäàëåííîå ðåáðî. Ïóñòü òàêæå â âåðøèíå x îòñóòñòâóåò öâåò s, à â âåðøèíå y �
öâåò t1. Èç âåðøèíû x âûõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî öâåòà t1, èíà÷å ìîæíî ïîêðàñèòü e1 â öâåò t1 (è
ïîëó÷èòü ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ðåáåð ãðàôà G). Ïóñòü ýòî ðåáðî xy2, è â âåðøèíå y2 îòñóòñòâóåò
öâåò t2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíû (ðàçëè÷íûå) ðåáðà ei = xyi äëÿ i = 2, 3, . . . , l òàêèå, ÷òî
ðåáðî ei = xyi ïîêðàøåíî â öâåò ti−1, îòñóòñòâóþùèé â âåðøèíå yi−1.

Åñëè ìîæíî ïðîäîëæèòü ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òî åñòü íàéäåòñÿ âåðøèíà yl+1, îòëè÷íàÿ îò
y1, y2, . . . , yl, äëÿ êîòîðîé ðåáðî xyl+1 îêðàøåíî â öâåò tl), ïðîäîëæèì åå. Êîãäà-òî ýòîò ïðîöåññ
îñòàíîâèòñÿ. Ðàññìîòðèì ýòîò ìîìåíò.

Èç âåðøèíû x íå âûõîäèò ðåáåð öâåòà tl â âåðøèíû, îòëè÷íûå îò y2, y3, . . . , yl−1. Åñëè èç âåðøèíû
x âîîáùå íå âûõîäèò ðåáåð öâåòà tl, ïåðåêðàñèì êàæäîå ðåáðî xyi â öâåò ti (i = 1, 2, . . . , l). Ïîëó÷èì
ïðàâèëüíóþ ïîêðàñêó ðåáåð ãðàôà G.

Çíà÷èò, èç âåðøèíû x âûõîäèò ðåáðî öâåòà tl â êàêóþ-òî âåðøèíó yj . Ñíîâà ïåðåêðàñèì ðåáðà
ei = xyi â öâåòà ti, íà ýòîò ðàç äëÿ i = 1, 2, . . . , j − 1. Ðåáðî ej = xyj ïîêà îñòàâèì íåïîêðàøåííûì.

Ïîñìîòðèì íà ðåáðà öâåòîâ s è tl. Ãðàô, îáðàçóåìûé ýòèìè ðåáðàìè, íàçîâåì G1. ßñíî, ÷òî â
ãðàôå G1 ñòåïåíè âåðøèí íå áîëüøå 2, ïðè÷åì êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè � ëèáî öèêë, ëèáî
ïóòü. Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû x, yl è yj èìåþò â G1 ñòåïåíè íå áîëüøå 1 (òàê êàê â âåðøèíå x
îòñóòñòâóåò öâåò s, à â âåðøèíàõ yl è yj � öâåò tl).

Çíà÷èò, âåðøèíû x, yj , yl íå ìîãóò ëåæàòü â îäíîé êîìïîíåíòå ãðàôà G1. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1. Âåðøèíû x è yj íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ. Â ýòîì ñëó÷àå â êîìïîíåíòå, ñîäåðæàùåé

âåðøèíó yj , ïåðåñòàâèì öâåòà s è tk. Òîãäà ìîæíî ïîêðàñèòü ðåáðî xyj â öâåò s.
2. Âåðøèíû x è yj íàõîäÿòñÿ â îäíîé êîìïîíåíòå, à yl � â äðóãîé. Ïåðåêðàñèì ðåáðà ei (i =

j, j + 1, . . . , l− 1) â ñîîòâåòñòâóþùèå öâåòà ti, à ðåáðî el = xtl îñòàâèì íåïîêðàøåííûì. Ïîñëå ýòîãî
ïåðåñòàâèì öâåòà s è tl â êîìïîíåíòå, ñîäåðæàùåé âåðøèíó yl. Íàêîíåö, ïîêðàñèì ðåáðî xyl â öâåò
s.


