
Машинное обучение
Лекция 11. Линейная регрессия. PCA. AUC.

Катя Тузова
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Разбор летучки
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Метод наименьших квадратов

В первом домашнем задании мы реализовывали метод
наименьших квадратов.
К какому типу классификаторов он относится?
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Регрессия

𝑋– объекты в R𝑛; Y — ответы в R
𝑋 𝑙 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)

𝑙
𝑖=1 – обучающая выборка

𝑦𝑖 = 𝑦(𝑥𝑖), 𝑦 : 𝑋 → 𝑌 – неизвестная зависимость

𝑎(𝑥) = 𝑓(𝑥,𝑤) – модель зависимости,
𝑤 ∈ R𝑝 – вектор параметров модели.

Метод наименьших квадратов (МНК):

𝑄(𝑤,𝑋 𝑙) =
𝑙∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖(𝑓(𝑥𝑖, 𝑤) − 𝑦𝑖)
2 → min

𝑤

где 𝛼𝑖 – вес, степень важности i-го объекта.
𝑄(𝑤*, 𝑋 𝑙) — остаточная сумма квадратов
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Метод максимума правдоподобия

Модель данных с некоррелированным гауссовским шумом:

𝑦(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑤) + 𝜀𝑖, 𝜀𝑖 ∈ 𝑁(0, 𝜎2
𝑖 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑙

Вопрос: Как выглядит плотность одномерного
Гауссовского распределения?
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Нормальное распределение
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Метод максимума правдоподобия

Метод максимума правдоподобия (ММП):

𝐿(𝜀1, . . . , 𝜀𝑙|𝑤) =
𝑙∏︁

𝑖=1

1

𝜎𝑖

√
2𝜋

exp(− 𝜀2𝑖
2𝜎2

𝑖

) → max
𝑤

− ln𝐿(𝜀1, . . . , 𝜀𝑙|𝑤) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑤)+
1

2

𝑙∑︁
𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, 𝑤) − 𝑦𝑖)
2

𝜎2
𝑖

→ min
𝑤

Удивительный факт: Постановки МНК и ММП,
совпадают, причём веса объектов обратно
пропорциональны дисперсии шума, 𝛼𝑖 = 𝜎−2

𝑖
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Многомерная линейная регрессия

𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥) – числовые признаки
Модель многомерной линейной регрессии:

𝑓(𝑥,𝑤) =
𝑙∑︁

𝑖=1

𝑤𝑗𝑓𝑗(𝑥), 𝑤 ∈ R

Функционал квадрата ошибки:

𝑄(𝑤,𝑋 𝑙) =
𝑙∑︁

𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, 𝑤) − 𝑦𝑖)
2 → min

𝑤

8 / 39



Матричное представление

𝐹𝑙×𝑛 =

⎛⎝𝑓1(𝑥1) . . . 𝑓𝑛(𝑥1)
. . . . . . . . .

𝑓1(𝑥𝑙) . . . 𝑓𝑛(𝑥𝑙)

⎞⎠ 𝑦𝑙×1 =

⎛⎝𝑦1
. . .
𝑦𝑙

⎞⎠ 𝑤𝑛×1 =

⎛⎝𝑤1

. . .
𝑤𝑛

⎞⎠

Функционал квадрата ошибки:

𝑄(𝑤,𝑋 𝑙) =
𝑙∑︁

𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, 𝑤) − 𝑦𝑖)
2 = ‖𝐹𝑤 − 𝑦‖2 → min

𝑤
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Нормальная система уравнений

Необходимое условие минимума:

𝜕𝑄(𝑤)

𝜕𝑤
= 2𝐹 𝑇 (𝐹𝑤 − 𝑦) = 0

Откуда следует нормальная система задачи МНК:

𝐹 𝑇𝐹𝑤 = 𝐹 𝑇𝑦

𝐹 𝑇𝐹 – ковариационная матрица признаков 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛
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Нормальная система уравнений

Нормальная система задачи МНК:

𝐹 𝑇𝐹𝑤 = 𝐹 𝑇𝑦

Решение системы:

𝑤* = (𝐹 𝑇𝐹 )−1𝐹 𝑇𝑦 = 𝐹+𝑦

𝐹+ – псевдообратная матрица

Значение функционала: 𝑄(𝑤*) = ‖𝑃𝐹𝑦 − 𝑦‖2,
где 𝑃𝐹 = 𝐹𝐹+ = 𝐹 (𝐹 𝑇𝐹 )−1𝐹 𝑇 – проекционная матрица
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Геометрический смысл
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Сингулярное разложение

Произвольная 𝑙 × 𝑛-матрица представима в виде
сингулярного разложения:

𝐹 = 𝑉 𝐷𝑈𝑇

Основные свойства сингулярного разложения:

– 𝑉𝑙×𝑛 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ортогональна, 𝑉 𝑇𝑉 = 𝐼𝑛,
столбцы 𝑣𝑗 - собственные векторы матрицы 𝐹𝐹

– 𝑈𝑛×𝑛 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) ортогональна, 𝑈𝑇𝑈 = 𝐼𝑛,
столбцы 𝑢𝑗 - собственные векторы матрицы 𝐹 𝑇𝐹

– 𝐷 диагональна, 𝐷𝑛×𝑛 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(
√
𝜆1, . . . ,

√
𝜆𝑛),

𝜆𝑗 > 0 - собственные значения матриц 𝐹 𝑇𝐹 и 𝐹𝐹 𝑇
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Решение МНК через сингулярное разложение

Псевдообратная 𝐹+, вектор МНК-решения 𝑤*,
МНК-аппроксимация целевого вектора 𝐹𝑤*

𝐹+ = (𝑈𝐷𝑉 𝑇𝑉 𝐷𝑈𝑇 )𝑈𝐷𝑉 𝑇 = 𝑈𝐷−1𝑉 𝑇 =
𝑛∑︀

𝑗=1

1√
𝜆𝑗
𝑢𝑗𝑣

𝑇
𝑗

𝑤* = 𝐹+𝑦 = 𝑈𝐷−1𝑉 𝑇𝑦 =
𝑛∑︀

𝑗=1

1√
𝜆𝑗
𝑢𝑗(𝑣

𝑇
𝑗 𝑦)

𝐹𝑤* = 𝑃𝐹𝑦 = (𝑉 𝐷𝑈𝑇 )𝑈𝐷−1𝑉 𝑇𝑦 = 𝑉 𝑉 𝑇𝑦 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑣𝑗(𝑣
𝑇
𝑗 𝑦)

‖𝑤*‖2 = ‖𝐷−1𝑉 𝑇𝑦‖2 =
𝑛∑︀

𝑗=1

1
𝜆𝑗

(𝑣𝑇𝑗 𝑦)2
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Проблема мультиколлинеарности

Если ∃𝛾 ∈ R𝑛 : 𝐹𝛾 ≈ 0, то некоторые 𝜆𝑗 близки к нулю.
Число обусловленности 𝑛× 𝑛-матрицы 𝐹 𝑇𝐹 = 𝐴:

𝜇(𝐴) = ‖𝐴‖‖𝐴−1‖ =

max
𝑢:‖𝑢‖=1

‖𝐴𝑢‖

min
𝑢:‖𝑢‖=1

‖𝐴𝑢‖
=

𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛

При умножении обратной матрицы на вектор, 𝑧 = 𝐴−1𝑢,
относительная погрешность усиливается в 𝜇(𝐴) раз:

‖𝛿𝑧‖
‖𝑧‖

≤ 𝜇(𝐴)
‖𝛿𝑢‖
‖𝑢‖
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Проблема мультиколлинеарности

Если матрица 𝐹 𝑇𝐹 плохо обусловлена, то:
– решение становится неустойчивым и

неинтерпретируемым, ‖𝑤*‖ велико
– на обучении 𝑄(𝑤*, 𝑋 𝑙) = ‖𝐹𝑤* − 𝑦‖ – мало
– на контроле 𝑄(𝑤*, 𝑋𝑘) = ‖𝐹 ′𝑤* − 𝑦′‖ – велико
Вопрос: Как бороться с этой проблемой?
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Проблема мультиколлинеарности

Стратегии устранения мультиколлинеарности и
переобучения:
– Отбор признаков: 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 → 𝑓𝑗1 , . . . , 𝑓𝑗𝑚 , 𝑚 << 𝑛

– Преобразование признаков:
𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 → 𝑔1, . . . , 𝑔𝑚, 𝑚 << 𝑛

– Регуляризация: ‖𝑤‖ → min
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Гребневая регрессия

Штраф за увеличение нормы вектора весов ‖𝑤‖

𝑄𝜏 (𝑤) = ‖𝐹𝑤 − 𝑦‖2 +
1

𝜎
‖𝑤‖2

где 𝜏 = 1
𝜎

– неотрицательный параметр регуляризации.

Модифицированное МНК-решение (𝜏𝐼𝑛 — «гребень»)

𝑤*
𝜏 = (𝐹 𝑇𝐹 + 𝜏𝐼𝑛)−1𝐹 𝑇𝑦

Вопрос: Можно ли подбирать 𝜏 не вычисляя каждый раз
обратную матрицу?
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Преимущество сингулярного разложения

Модифицированное МНК-решение (𝜏𝐼𝑛 — «гребень»)

𝑤*
𝜏 = (𝐹 𝑇𝐹 + 𝜏𝐼𝑛)−1𝐹 𝑇𝑦

Преимущество сингулярного разложения:
можно подбирать параметр 𝜏 , вычислив сингулярное
разложение только один раз.
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Сингулярное разложение

𝑤*
𝜏 = 𝑈(𝐷2 + 𝜏𝐼𝑛)−1𝐷𝑉 𝑇𝑦 =

𝑛∑︁
𝑗=1

√︀
𝜆𝑗

𝜆𝑗 + 𝜏
𝑢𝑗(𝑣

𝑇
𝑗 𝑦)

𝐹𝑤*
𝜏 = 𝑉 𝐷𝑈𝑇𝑤*

𝜏 = 𝑉 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︂
𝜆𝑗

𝜆𝑗 + 𝜏

)︂
𝑉 𝑇𝑦 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗

𝜆𝑗 + 𝜏
𝑣𝑗(𝑣

𝑇
𝑗 𝑦)

‖𝑤*
𝜏‖2 = ‖(𝐷2 + 𝜏𝐼𝑛)−1𝐷𝑉 𝑇𝑦‖2 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗

(𝜆𝑗 + 𝜏)2
(𝑣𝑇𝑗 𝑦)2

𝐹𝑤*
𝜏 ̸= 𝐹𝑤* – зато решение становится более устойчивым
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Выбор параметра регуляризации 𝜏

Контрольная выборка: 𝑋𝑘 = (𝑥′
𝑖, 𝑦

′
𝑖)
𝑘
𝑖=1

𝑄(𝑤*
𝜏 , 𝑋

𝑘) = ‖𝐹 ′𝑤*
𝜏 −𝑦′‖2 = ‖𝐹 ′𝑈𝑑𝑖𝑎𝑔

(︂
𝜆𝑗

𝜆𝑗 + 𝜏

)︂
𝑉 𝑇𝑦−𝑦′‖2

Зависимость 𝑄(𝜏) обычно имеет характерный минимум.
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Сокращение «эффективной размерности»

Сокращение весов:

‖𝑤*
𝜏‖2 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗

(𝜆𝑗 + 𝜏)2
(𝑣𝑇𝑗 𝑦)2 < ‖𝑤*‖2 =

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝜆𝑗

(𝑣𝑇𝑗 𝑦)2

Роль размерности играет след проекционной матрицы:

𝑡𝑟𝐹 (𝐹 𝑇𝐹 )−1𝐹 𝑇 = 𝑡𝑟(𝐹 𝑇𝐹 )−1𝐹 𝑇𝐹 = 𝑡𝑟𝐼𝑛 = 𝑛

При использовании регуляризации:

𝑡𝑟𝐹 (𝐹 𝑇𝐹 +𝜏𝐼𝑛)−1𝐹 𝑇 = 𝑡𝑟 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︂
𝜆𝑗

𝜆𝑗 + 𝜏

)︂
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗

𝜆𝑗 + 𝜏
< 𝑛
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LASSO

LASSO – Least Absolute Shrinkage and Selection Operator{︃
𝑄(𝑤,𝑋 𝑙) = ‖𝐹𝑤 − 𝑦‖2 → min

𝑤∑︀𝑛
𝑗=1 |𝑤𝑗| ≤ 𝜅

После замены переменных:{︃
𝑤𝑗 = 𝑤+

𝑗 − 𝑤−
𝑗

|𝑤𝑗| = 𝑤+
𝑗 + 𝑤−

𝑗 , 𝑤+
𝑗 , 𝑤

−
𝑗 ≥ 0

ограничения принимают канонический вид:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤+
𝑗 + 𝑤−

𝑗 ≤ 𝜅

Чем меньше 𝜅, тем больше 𝑗 таких, что 𝑤+
𝑗 = 𝑤−

𝑗 = 0
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Негладкие регуляризаторы

Elastic Net:

1

2
‖𝐹𝑤 − 𝑦‖2 + 𝜇

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑤𝑗| +
𝜏

2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤2
𝑗 → min

𝑤

Support Features Machine:

1

2
‖𝐹𝑤 − 𝑦‖2 + 𝜏

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑅𝜇(𝑤𝑗) → min
𝑤

𝑅𝜇(𝑤𝑗) =

{︃
2𝜇|𝑤𝑗|, |𝑤𝑗| ≤ 𝜇

𝜇2 + 𝑤2
𝑗 , |𝑤𝑗| ≥ 𝜇
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Метод главных компонент

𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥) – исходные числовые признаки
𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑚(𝑥) – новые числовые признаки, 𝑚× 𝑛

Вопрос: Как сформулировать требование к новым
признакам?

25 / 39



Метод главных компонент

𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥) – исходные числовые признаки
𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑚(𝑥) – новые числовые признаки, 𝑚× 𝑛
Требование: старые признаки должны линейно
восстанавливаться по новым:

𝑓𝑗(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑔𝑠(𝑥)𝑢𝑗𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, ∀𝑥 ∈ 𝑋

как можно точнее на обучающей выборке 𝑥1, . . . , 𝑥𝑙:

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑓𝑗(𝑥𝑖) − 𝑓𝑗(𝑥𝑖))
2 → min

𝑔𝑠(𝑥𝑖),𝑢𝑗𝑠
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Матричные обозначения

𝐹𝑙×𝑛 =

⎛⎝𝑓1(𝑥1) . . . 𝑓𝑛(𝑥1)
. . . . . . . . .

𝑓1(𝑥𝑙) . . . 𝑓𝑛(𝑥𝑙)

⎞⎠ 𝐺𝑙×𝑚 =

⎛⎝𝑔1(𝑥1) . . . 𝑔𝑚(𝑥1)
. . . . . . . . .

𝑔1(𝑥𝑙) . . . 𝑔𝑚(𝑥𝑙)

⎞⎠
𝑈𝑛×𝑚 =

⎛⎝𝑢11 . . . 𝑢1𝑚

. . . . . . . . .
𝑢𝑛1 . . . 𝑢𝑛𝑚

⎞⎠
𝑈 – линейное преобразование новых признаков в старые

𝐹 = 𝐺𝑈𝑇 ≈ 𝐹

Найти: новые признаки 𝐺 и преобразование 𝑈 :

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑓𝑗(𝑥𝑖) − 𝑓𝑗(𝑥𝑖))
2 = ‖𝐺𝑈𝑇 − 𝐹‖2 → min

𝐺,𝑈
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Основная теорема

Если 𝑚 < rank𝐹 , то минимум ‖𝐺𝑈𝑇 − 𝐹‖2 достигается,
когда столбцы 𝑈 - это с.в. матрицы 𝐹 𝑇𝐹 ,
соответствующие 𝑚 максимальным с.з. 𝜆1, . . . , 𝜆𝑚, а
матрица 𝐺 = 𝐹𝑈 .

При этом:

– матрица 𝑈 ортонормирована: 𝑈𝑇𝑈 = 𝐼𝑚

– матрица 𝐺 ортогональна: 𝐺𝑇𝐺 = Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, . . . , 𝜆𝑚)

– 𝑈Λ = 𝐹 𝑇𝐹𝑈 , 𝐺Λ = 𝐹𝐹 𝑇𝐺

– ‖𝐺𝑈𝑇 − 𝐹‖2 = ‖𝐹‖2 − 𝑡𝑟Λ =
𝑛∑︀

𝑗=𝑚+1

𝜆𝑗
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Связь с сингулярным разложением

Если взять 𝑚 = 𝑛, то:

– ‖𝐺𝑈𝑇 − 𝐹‖2 = 0

– представление 𝐹 = 𝐺𝑈𝑇 = 𝐹 точное и совпадает с
сингулярным разложением при 𝐺 = 𝑉

√
Λ

𝐹 = 𝐺𝑈𝑇 = 𝑉
√

Λ𝑈𝑇 , 𝑈𝑇𝑈 = 𝐼𝑚, 𝑉 𝑇𝑉 = 𝐼𝑚

– линейное преобразование 𝑈 работает в обе стороны:

𝐹 = 𝐺𝑈𝑇 , 𝐺 = 𝐹𝑈

Преобразование 𝑈 называется декоррелирующим
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Эффективная размерность выборки
Упорядочим с.з. 𝐹 𝑇𝐹 по убыванию: 𝜆1 > · · · > 𝜆𝑛 > 0
Эффективная размерность выборки – это наименьшее
целое 𝑚, при котором

𝐸𝑚 =
‖𝐺𝑈𝑇 − 𝐹‖2

‖𝐹‖2
=

𝜆𝑚+1 + · · · + 𝜆𝑛

𝜆1 + · · · + 𝜆𝑛

≤ 𝜀

Критерий «крутого склона»: находим 𝑚 : 𝐸𝑚 − 1 >> 𝐸𝑚:
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Решение задачи НК в новых признаках
Заменим 𝐹 на её приближение 𝐺𝑈𝑇 :

‖𝐺𝑈𝑇𝑤 − 𝑦‖2 = ‖𝐺�̂� − 𝑦‖2 → min
�̂�

Связь нового и старого вектора коэффициентов:

𝑤 = 𝑈�̂�, �̂� = 𝑈𝑇𝑤

Решение задачи наименьших квадратов относительно �̂�
(единственное отличие – 𝑚 слагаемых вместо 𝑛):

�̂�* = 𝐷−1𝑉 𝑇𝑦 =
𝑚∑︁
𝑗=1

1√︀
𝜆𝑗

𝑢𝑗(𝑣
𝑇
𝑗 𝑦)

𝐺�̂�* = 𝑉 𝑉 𝑇𝑦 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑣𝑗(𝑣
𝑇
𝑗 𝑦)
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Нелинейная регрессия

Вопрос: Что изменится, если модель регрессии не
линейна?

𝑓(𝑥,𝑤), 𝑤 ∈ R𝑝
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Метод Ньютона-Рафсена

Начальное приближение 𝑤(0) = (𝑤
(0)
1 , . . . , 𝑤

(0)
𝑝 )

Итерационный процесс:
𝑤(𝑡+1) = 𝑤(𝑡) − ℎ𝑡(𝑄

′′(𝑤(𝑡)))−1𝑄′(𝑤(𝑡))

𝑄′(𝑤(𝑡)) – градиент функционала 𝑄 в точке 𝑤(𝑡)

𝑄′′(𝑤(𝑡)) – гессиан функционала 𝑄 в точке 𝑤(𝑡)

ℎ𝑡 – величина шага
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Метод Ньютона-Рафсена

𝜕𝑄(𝑤)
𝜕𝑤𝑗

= 2
𝑙∑︀

𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, 𝑤) − 𝑦𝑖)
𝜕(𝑓(𝑥𝑖,𝑤))

𝜕𝑤𝑗

𝜕2𝑄(𝑤)
𝜕𝑤𝑗𝜕𝑤𝑘

= 2
𝑙∑︀

𝑖=1

𝜕(𝑓(𝑥𝑖,𝑤))
𝜕𝑤𝑗

𝜕(𝑓(𝑥𝑖,𝑤))
𝜕𝑤𝑘

−2
𝑙∑︀

𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, 𝑤)−𝑦𝑖)
𝜕2(𝑓(𝑥𝑖,𝑤))
𝜕𝑤𝑗𝜕𝑤𝑘

Вопрос: Какая часть самая тяжелая?
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Метод Ньютона-Рафсена

𝜕𝑄(𝑤)
𝜕𝑤𝑗

= 2
𝑙∑︀

𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, 𝑤) − 𝑦𝑖)
𝜕(𝑓(𝑥𝑖,𝑤))

𝜕𝑤𝑗

𝜕2𝑄(𝑤)
𝜕𝑤𝑗𝜕𝑤𝑘

= 2
𝑙∑︀

𝑖=1

𝜕(𝑓(𝑥𝑖,𝑤))
𝜕𝑤𝑗

𝜕(𝑓(𝑥𝑖,𝑤))
𝜕𝑤𝑘

−2
𝑙∑︀

𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, 𝑤)−𝑦𝑖)
𝜕2(𝑓(𝑥𝑖,𝑤))
𝜕𝑤𝑗𝜕𝑤𝑘

Линеаризация 𝑓(𝑥𝑖, 𝑤) в окрестности текущего 𝑤(𝑡):

𝑓(𝑥𝑖, 𝑤) = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑤
(𝑡)) +

𝑝∑︀
𝑗=1

𝜕(𝑓(𝑥𝑖,𝑤))
𝜕𝑤𝑗

(𝑤𝑗 −𝑤
(𝑡)
𝑗 ) + 𝑜(𝑤𝑗 −𝑤

(𝑡)
𝑗 )

⇒ второе слагаемое в гессиане обнулилось
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Матричные обозначения

𝐹𝑡 =

(︂
𝜕(𝑓(𝑥𝑖,𝑤))

𝜕𝑤
(𝑡)
𝑗

)︂
𝑙×𝑝

– матрица первых производных

𝑓𝑡 =
(︀
𝑓(𝑥𝑖, 𝑤

(𝑡))
)︀
𝑙×1

– вектор значений 𝑓

Формула 𝑡-й итерации метода Ньютона–Гаусса:

𝑤(𝑡+1) = 𝑤(𝑡) − ℎ𝑡

(︀
𝐹 𝑇
𝑡 𝐹𝑡

)︀−1
𝐹 𝑇
𝑡 (𝑓𝑡 − 𝑦)⏟  ⏞  

𝛽

где 𝛽 – решение многомерной линейной регрессии

‖𝐹𝑡𝛽 − (𝑓𝑡 − 𝑦)‖2 → min
𝛽
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На следующей лекции

– Нейронные сети
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