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1 Ïðàêòèêà 1. Àñèìïòîòèêà

1.1 Âñîïîìîãàòåëüíûå ôàêòû

1. Ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ai+1 = ai + d): a1 + a2 + · · ·+ an = a1+an
2 · n.

2. Ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 1 + p+ · · ·+ pn−1 = pn−1
p−1 ,

∑∞
i=0 p

i = 1
1−p . ïðè 0 < p < 1.

3. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä:
∑n
i=1

1
n = log n+O(1),

∑n
i=1

1
n1+ε = O(1).

4. Îöåíêè íà ñóììû:

(a) Ìàæîðèðîâàíèå:
n∑
i=0

i ≤
n∑
i=0

n = O(n2).

(b) Ðàçäåëåíèå íà ñóììû
n∑
i=0

i ≥
n∑

i=bn/2c

bn/2c = Ω(n2).

(c) Èíòåãðèðîâàíèå

Ω(n2) =

∫ n

0

x dx ≤
n∑
i=1

i ≤
∫ n+1

1

x dx = O(n2).

1.2 Ïðàêòèêà

Àñèìïòîòèêà:

1. nk è cn ñðàâíèòü ïî O-íîòàöèÿìè.

2. p(n) = a0 + a1x+ · · ·+ adx
d. Äëÿ êàêèõ k êàêèå îòíîøåíèÿ ìåæäó p(n) è nk.

3. max(f(n), g(n)) = Θ(f(n) + g(n))?

4. 2n+1 = O(2n)? 22n = O(2n)?

5. f(n) = O(f(n)2)?

6. f(n) + g(n) = Θ(min(f(n), g(n)))?

7. f(n) = O(g(n))⇒ log f(n) = O(log g(n))?

8. f(n) = O(g(n))⇒ 2f(n) = O(2g(n))?
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9. f(n) = f(n/2)?

10. f(n) + o(f(n)) = Θ(f(n))?

11. log n! = Θ(n · log n)?

Ñóììû:

1.
∑n
i=1

1
n = Ω(log n) ÷åðåç èíòåãðàëû è ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè.

2.
∑n
k=1

1
k2 = O(1).

3.
∑logn
k=0 dn/2ke.

4.
∑n
k=1

1
2k−1 = ln(

√
n) +O(1).

5.
∑∞
k=0(k − 1)/2k =?.

6.
∏n
k=1(2 · 4k).

7.
∏n
k=2(1− 1/k2).

1.3 Äîìàøíåå çàäàíèå

Äåäëàéí: 23.59 11.09.2014

Ãðóïïà Äàâûäîâà ðåøàåò âñå ñóììû â êà÷åñòâå äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

1. Ïîñ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèÿ

(a)
∏n
k=1(2 · 4k).

(b)
∏n
k=2(1− 1/k2).

2. Çàïîëíèòü òàáëè÷êó.
A B O o Θ ω Ω

lgk n nε

nk cn√
n nsinn

2n 2n/2

nlgm mlgn

lg(n!) lg(nn)

3. Óïîðÿäî÷èòü ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

lg(lg∗ n) 2lg
∗n (

√
n)lgn n2 n! (lg n)!

(3/2)n n3 lg2 n lg n! 22
n

n1/ lgn

ln lnn lg∗ n n · 2n nlg lgn lnn 1
2lnn (lg n)lgn en 4lgn (n+ 1)!

√
lg n

lg∗ lg n 2
√
2 lgn n 2n n lg n 22

n+1

Ïðèìå÷àíèå: lg∗(n) =

{
0 åñëè n ≤ 1;
1 + lg∗(lg n) èíà÷å.
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2 Ïðàêòèêà 2. Ëèíåéíûå àëãîðèòìû

2.1 Ïðàêòèêà

1. Ðåàëèçîâàòü ñòåê ñ îïåðàöèÿìè PUSH, POP, MAX ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ îïåðàöèÿ ðàáîòàåò çà
êîíñòàíòíîå âðåìÿ.

2. Ðåàëèçîâàòü î÷åðåäü ñ îïåðàöèÿìè PUSH, POP, MAX ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ îïåðàöèÿ ðàáîòàåò çà
êîíñòàíòíîå âðåìÿ.

3. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, · · · , an ∈ N è S ∈ N. Íàéòè l, r (1 ≤ l ≤ r ≤ n) òàêèå, ÷òî ñóììà∑r
i=l ai = S. Çàäà÷ó òðåáóåòñÿ ðåøèòü çà ëèíåéíîå îò n âðåìÿ.

2.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

Äåäëàéí: 18 ñåíòÿáðÿ, 23.59

1. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, · · · , an ∈ Z. Íàéòè l, r (1 ≤ l ≤ r ≤ n) òàêèå, ÷òî ñóììà
∑r
i=l ai

áûëà áû ìàêñèìàëüíîé. Çàäà÷ó òðåáóåòñÿ ðåøèòü çà ëèíåéíîå îò n âðåìÿ.

2. Äàíà ñêîáî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç ñêîáîê '(', ')', '[', ']', '{', '}'. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè êàæäîé îòêðûâàþùåé ñêîáêå ñîîòâåòñòâóåò çà-
êðûâàþùàÿ ñêîáêà òîãî æå òèïà, è ñîáëþäàåòñÿ âëîæåííîñòü. Ïðèìåðû, ([{}]) è ()() � êîð-
ðåêòíûå, à [) è [(]) � íåò.

Ïðåäîñòàâüòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðÿåò êîððåêòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

3. Äàí ìàññèâ öåëûõ ÷èñåë ai. Ïðèäóìàéòå ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ áû óìåëà îòâå÷àòü íà çà-
ïðîñû âèäà: �Ïî äàííûì l è r âåðíóòü

∑r
i=l ai.� çà O(1).

Ðàçðåøàåòñÿ ñäåëàòü ïðåäïîäñ÷åò çà O(n). Çíà÷åíèÿ â ìàññèâå íå ìåíÿþòñÿ.

4. Äàíî ÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå n öèôðàìè â äåñÿòè÷íîé çàïèñè áåç âåäóùèõ íóëåé. Èç ÷èñëà òðå-
áóåòñÿ âû÷åðêíóòü ðîâíî k öèôð òàê, ÷òîáû ðåçóëüòàò áûë áû ìàêñèìàëüíûì. Çàäà÷ó òðåáóåòñÿ
ðåøèòü çà ëèíåéíîå îò n âðåìÿ.

Âíèìàíèå! k ïîäàåòñÿ íà âõîä è ìîæåò áûòü ïîðÿäêà n. Ðåøåíèå çà O(kn) ïðèðàâíèâàåòñÿ ê
êâàäðàòè÷íîìó îò n.

5. (*) Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ a1, a2, · · · , an. Íàä îáúåêòàìè îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñðàâ-
íåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ýëåìåíò ïðèñóòñòâóþùèé íå ìåíåå ÷åì

⌊
n
2

⌋
+ 1.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ýëåìåíò a çà ëèíåéíîå âðåìÿ è êîíñòàíòó äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè ïðè óñëîâèè,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðâàðä-èòåðàòîðîì.

6. (*) Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, · · · , an ∈ N. Íàéòè l, r (1 ≤ l ≤ r ≤ n) òàêèå, ÷òî çíà÷åíèå
(r − l + 1) mini∈[l,r] ai áûëî áû ìàêñèìàëüíî. Çàäà÷ó òðåáóåòñÿ ðåøèòü çà ëèíåéíîå îò n âðåìÿ.
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3 Ïðàêòèêà 3. Ðàçäåëÿé-è-âëàñòâóé

3.1 Âñîïîìîãàòåëüíûå ôàêòû

1. Ïóñòü a ≥ 1 è b > 1 � êîíñòàíòû, f(n) � ôóíêöèÿ, T (n) îïðåäåëåíî ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ n
ôîðìóëîé

T (n) = aT (n/b) + f(n),

ãäå ïîä n/b ïîíèìàåòñÿ ëèáî dn/be, ëèáî bn/bc. Òîãäà

(a) åñëè f(n) = O(nlogb a−ε) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, òî T (n) = Θ(nlogb a);

(b) åñëè f(n) = Θ(nlogb a), òî T (n) = Θ(nlogb a lg n);

(c) åñëè f(n) = Ω(nlogb a+ε) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è åñëè af(n/b) ≤ cf(n) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàí-
òû c < 1 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, òî T (n) = Θ(f(n)).

2. Êîììåíòàðèé ê çàäà÷àì ïðî îöåíêó àñèìòîòèêè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû
n0 è âñåõ n ≤ n0 âåðíî, ÷òî T (n) = 1.

3. Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü y(n) � ìîíîòîííàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, è f(n) = O(g(n)). Òîãäà
f( y(n) ) = O(g( y(n) )).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c è n0, f(n) ≤ c · g(n) ïðè n ≥ n0.
Çàìåòèì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé âåëè÷èíû n′, y(n) > n0. Çíà÷èò, f( y(n), ) ≤ c·g( y(n) ), íà÷èíàÿ
ñ n′. Çíà÷èò, f( y(n) ) = O(g( y(n) )).

4. Ðàçáîð çàäà÷è T (n) = 2 · T (
√
n) + log n.

Ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ïóñòü y = log n. Òîãäà T (2y) = 2 · T (2
y
2 ) + y. Ïóñòü T ′(y) = T (2y).

Òîãäà, äëÿ T ′ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ðåêóðåíòíàÿ ôîðìóëà

T ′(y) = 2 · T ′(y/2) + y.

Ïî òåîðåìå î ðåêóðåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî T (2y) = T ′(y) = O(y · log y). Ïîäñòàâèì
y = log n. Ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó ïîëó÷èì, ÷òî T (2logn) = T (n) = O(log n · log log n).

3.2 Ïðàêòèêà

1. Îïðåäåëèòü àñèìïòîòèêó.

(a) T (n) = 2 · T (bn2 c+ 17) + n.

3.3 Äîìàøíåå çàäàíèå

Äåäëàéí: 25 ñåíòÿáðÿ, 23.59

1. Îïðåäåëèòü àñèìïòîòèêó.

(a) T (n) = T (dn2 e) + 1.

(b) T (n) = T (a) + T (n− a) + n äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû a.

(c) T (n) = T (α · n) + T ((1− α) · n) + n äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû α ∈ (0, 1).

(d) T (n) = 4 · T (bn2 c) + nk äëÿ k ∈ {1, 2, 3}.

2. Îïðåäåëèòü àññèìïòîòèêó T (n) = 2 · T (blog nc) + 2log
∗ n.

3. Åñòü k îòñîðòèðîâàííûõ ìàññèâîâ. Â ñóììå ìàññèâû ñîäåðæàò n ýëåìåíòîâ. Ñëèòü ìàññèâû çà
O(n log k).
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4. Íàçîâåì ìàññèâ A[1..n] óíèìîäàëüíûì, åñëè îí ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, à ïîòîì óáûâàåò. Ñòðîãî
ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò òàêîå m ∈ [1, n], ÷òî

• A[i] < A[i + 1] äëÿ 1 ≤ i < m;

• A[i] > A[i + 1] äëÿ m ≤ i < n.

Ýëåìåíò ñ íîìåðîì m íàçîâåì ïèêîì.

(a) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà ïèêà çà O(log n).

(b) Äàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè èç n âåðøèí. Âåðøèíû çàäàíû â ïîðÿäêå îáõîäà
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Íèêàêèå òðè ïîäðÿä èäóùèå âåðøèíû íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò,
ñîäåðæàùèé äàííûé ìíîãîóãîëüíèê (bounding box) çà O(log n).

5. * Äàí ìàññèâ èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî èíâåðñèé çà O(n log n) (÷èñëî
èíâåðñèé â ìàññèâå a, ýòî ÷èñëî òàêèõ ïàð (i, j), ÷òî i < j, íî a[i] > a[j]).

6. * Ñòóêòóðà äàííûõ ôàéë ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîñòóïà ïîääåðæèâàåò ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

• Read(): ÷òåíèå ÷èñëà èç ôàéëà íà òåêóùåé ïîçèöèè è ïåðåâîä ïîçèöèè âïåðåä íà 1 ýëåìåíò.

• Write(x): çàïèñü ÷èñëà â ôàéë â òåêóùóþ ïîçèöèþ è ïåðåâîä ïîçèöèè âïåðåä íà 1 ýëåìåíò.

• Rewind(): ïåðåâîä ïîçèöèè íà íà÷àëî ôàéëà.

Òðåáóåòñÿ îòñîðòèðîâàòü ôàéë çà O(n log n) èñïîëüçóÿ O(1) ïàìÿòè è äâà äîïîëíèòåëüíûõ ôàéëà.
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4 Ïðàêòèêà 4. Ñîðòèðîâêè

4.1 Ïðàêòèêà

1. Äàíû äâà ìàññèâà a è b äëèíû n, ñãåíåðèðîâàòü âñå ïîïàðíûå ñóììû ai + bj â ñîðòèðîâàííîì
ïîðÿäêå.

(a) Çà O(n2 log n).

(b) Çà O(n3) ñ èñïîëüçîâàíèåì O(n) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

(c) Çà O(n2 log n) ñ èñïîëüçîâàíèåì O(n) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

2. Â ñâîáîäíîå âðåìÿ Àíêà-ïóëåìåò÷èöà ëþáèò ñîðòèðîâàòü ïàòðîíû ïî ñåðèéíûì íîìåðà. Âîò è
ñåé÷àñ îíà òîëüêî ðàçëîæèëà ïàòðîíû íà ñòîëå â ñòðîãî îòñîðòèðîâàííîì ïîðÿäêå. Íî òóò Èâàí
Âàñèëüåâè÷ ðàñïàõíóë äâåðü ñ òàêîé ñèëîé, ÷òî âñå ïàòðîíû íà ñòîëå ïîäïðûãíóëè è íåìíîãî
ïåðåìåøàëèñü. Îñòàâèâ öåííûå óêàçàíèÿ, Èâàí Âàñèëüåâè÷ îòïðàâèëñÿ âîñâîÿñè. Êàê îêàçàëîñü,
ïàòðîíû ïåðåìåøàëèñü íå ñèëüíî. Êàæäûé ïàòðîí îòêëîíèëñÿ îò ñâîåé ïîçèöèè íå áîëåå ÷åì íà
k. Âñåãî ïàòðîíîâ n. Ïîìîãèòå Àíêå îòñîðòèðîâàòü ïàòðîíû.

(a) Îòñîðòèðóéòå ïàòðîíû çà O(nk).

(b) Îòñîðòèðóéòå ïàòðîíû çà O(n+ I), ãäå I � ÷èñëî èíâåðñèé.

(c) Äîêàæèòå íèæíþþ îöåíêó íà âðåìÿ ñîðòèðîâêè Omega(n log k).

(d) Îòñîðòèðóéòå ïàòðîíû çà O(n log k).

3. Äàíî n òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Íèêàêèå òðè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñîåäèíèòü òî÷êè

(a) (n− 1)�çâåííîé ëîìàíîé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé (íå çàìêíóòîé);

(b) n�çâåííîé ëîìàíîé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé (çàìêíóòîé)

çà O(n log n).

4. Äàí íàáîð èç n îòðåçêîâ [ai, bi]. ×èñëà ai, bi � âåùåñòâåííûå.

(a) Íàéòè òàêîå âåùåñòâåííîå x, ÷òî |{i : x ∈ [ai, bi]}| ìàêñèìàëüíî.
(b) Äëèíó îáúåäèíåíèÿ îòðåçêîâ.

(c) Äëÿ êàæäîãî k îïðåäåëèìè ìíîæåñòâî òî÷åê Sk, ïîêðûòûõ ðîâíî k îòðåçêàìè. Ìíîæåñòâî Sk
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Íàéòè ñóììû äëèí ýòèõ îòðåçêîâ
äëÿ êàæäîãî k.

çà O(n log n)

5. Äàíû äâà ìàññèâà a è b îäèíàêîâîé äëèíû.
Íóæíî íàéòè òàêóþ ïåðåñòàíîâêó p, ÷òî

∑n
i=1 apibi → max. Ðåøåíèå îáîñíîâàòü.
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4.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

Äåäëàéí: 2 îêòÿáðÿ, 23.59

1. Äàíî áèíàðíîå äåðåâî: Tree ::= Node(Tree, Tree)|Empty (ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî äåðåâî � ýòî
ëèáî âåðøèíà ñ ïàðîé ïîòîìêîâ-äåðåâüåâ, ëèáî îñîáîå çíà÷åíèå Empty). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
rank(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• rank(Empty) = 0

• rank(Node(left, right)) = min(rank(left), rank(right)) + 1.

Íàçîâåì áèíàðíîå äåðåâî ñêîøåííûì âëåâî (ëåâàöêèì), åñëè äëÿ åãî âåðøèí âûïîëíåíî ñëåäóþ-
ùåå ñâîéñòâî:

∀x=Node(left,right)rank(left) ≥ rank(right).

Ñêîøåííàÿ âëåâî (ëåâàöêàÿ) êó÷à � ýòî ñêîøåííîå âëåâî äåðåâî, â âåðøèíàõ êîòîðîãî õðàíÿòñÿ
äàííûå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñâîéñòâî êó÷è.

• Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîøåííîãî âëåâî äåðåâà |T | ≥ 2rank(T )−1 (|T | îáîçíà÷àåò êîëè-
÷åñòâî âåðøèí â äåðåâå T ).

• Ïðèäóìàéòå, êàê ñëèòü äâå ñêîøåííûå âëåâî êó÷è H1 è H2 çà âðåìÿ O(log |H1|+ log |H2|).
• Ïðèäóìàéòå, êàê èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ ñëèÿíèÿ, ïîñòðîåííóþ íà ïðåäûäóùåì øàãå, ðåàëè-
çîâàòü îïåðàöèè:

� Insert(õ) � äîáàâëåíèå ýëåìåíòà x â êó÷ó,

� Pull() � óäàëåíèå ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà èç êó÷è.

2. Äàíî 2n−1 êîðîáîê ñ ÷åðíûìè è áåëûìè øàðàìè. Â i-îé êîðîáêå íàõîäèòñÿ wi áåëûõ è bi ÷åðíûõ
øàðîâ. Âñåãî â êîðîáêàõ íàõîäèòñÿ W áåëûõ è B ÷åðíûõ øàðîâ. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü n êîðîáîê
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììàðíîå ÷èñëî áåëûõ øàðîâ â íèõ áûëî íå ìåíåå W

2 , à ÷åðíûõ íå ìåíåå
B
2 . Ðåøèòü çà O(n log n).

3. Íà ïðÿìîé ðàñïîëîæåíî n òî÷åê p1, p2, · · · , pn â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Êàæäàÿ òî÷êà èìååò âåñ
wi ≥ 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ òî÷êó q, ÷òî

∑
i wi · |pi−q| èìåëà áû ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Âðåìÿ

ðàáîòû: O(n).

Ïðèìå÷àíèå. Òî÷êè íà âõîä ïîäàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

4. (*) Äàí ìàññèâ èç n + 1 öåëîãî ÷èñëà îò 1 äî n. Ìàññèâ äîñòóïåí òîëüêî íà ÷òåíèå, åñòü O(1)
äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Íàéòè çà O(n) ëþáîå ÷èñëî, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû äâà ðàçà.
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5 Ïðàêòèêà 5. Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà

5.1 Ïðàêòèêà

1. Ðîáîò Èâàí Ñåìåíû÷ ïðîáóåò ïèðîæêè. Ñîäåðæèìîå ïèðîæêîâ äåëèòñÿ íà òðè òèïà. Âñåãî ïè-
ðîæêîâ n. Êàæäûé ïèðîæîê ìîæíî ïîïðîáîâàòü íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïèðîæêè ìîæíî ìåíÿòü
ìåñòàìè. Ïàìÿòü ó ðîáîòà ìàëåíüêàÿ, O(log n).

Ïîìîãèòå Èâàíó Ñåìåíû÷ó îòñîðòèðîâàòü ïèðîæêè ïî òèïó: ñíà÷àëà ïåðâûé, ïîòîì âòîðîé, ïî-
òîì òðåòèé. Ñîðòèðîâêà äîëæíà ðàáîòàòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

2. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëèò íàõîäèòü k-ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó ÷åðåç ìåäèàíó.

3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì áûñòðîé ñîðòèðîâêè ìàññèâà A[1..n].

• Âçÿòü ýëåìåíò ñ íîìåðîì pivot = dn2 e.
• Ïåðåíåñòè â îòäåëüíûé ìàññèâ âñå ýëåìåíòû ìåíüøèå A[pivot], çàòåì ðàâíûå, çàòåì áîëü-
øèå, ñîõðàíÿÿ ïîðÿäîê.

• Çàïóñòèòü àëãîðèòì ðåêóðñèâíî íà ýëåìåíòàõ ìåíüøèõ A[pivot], çàòåì íà áîëüøèõ.

Áóäåì îöåíèâàòü ñëîæíîñòü àëãîðèòìà êàê ñóììàðíóþ äëèíó âñåõ ìàññèâîâ, íà êîòîðûõ áóäåò
ðåêóðñèâíî çàïóùåí àëãîðèòì.

Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïîëó÷àåò íà âõîä n è ñòðîèò íàèáîëåå ñëîæíûé ïðèìåð äëÿ ñîð-
òèðîâêè çà ëèíåéíîå îò n âðåìÿ.

4. (*) Êó÷à õðàíèòñÿ â ìàññèâå äëèíû n. Ðîäèòåëü p õðàíèò äåòåé â ÿ÷åéêàõ 2 · p + 1 è 2 · p + 2.
Àëãîðèòì ïðèñòóïàåò ê ñîðòèðîâêå. Ñîðòèðîâêà óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Ïîìåíÿòü ïåðâûé è ïîñëåäíèé ýëåìåíò êó÷è ìåñòàìè.

• Óìåíüøèòü ðàçìåð êó÷è íà åäèíèöó.

• Çàïóñòèòü heapifyDown íà ïåðâîì ýëåìåíòå.

heapifyDown ìåíÿåò ðîäèòåëÿ ñ íàèáîëüøèì ðåáåíêîì (ïðè óñëîâèè ,÷òî ðåáåíîê áîëüøå ðî-
äèòåëÿ) è çàïóñêàåòñÿ ðåêóðñèâíî. Ñëîæíîñòü êó÷è îïðåäåëèì ÷åðåç ÷èñëî âûçîâîâ ôóíêöèè
heapifyDown. Òðåáóåòñÿ ïðèäóìàòü àëãîðèòì, êîòîðûé ïî n ñòðîèò ñàìóþ ñëîæíóþ êó÷ó. Îòâåò
äîëæåí áûòü â âèäå ïåðåñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ. Ðåøèòü çà O(n log n).

5. * Ïðèäóìàéòå ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ ïîääåðæèâàåò ñëåäóþùèå îïåðàöèè (â îöåíêàõ âðåìåíè
ðàáîòû n � òåêóùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ) :

• Insert(x) � äîáàâëåíèå ýëåìåíòà x çà O(log n),

• Pull() � óäàëåíèå ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà çà O(log n,

• Copy() � êîïèðîâàíèå ñòðóêòóðû çà O(1) (ïîñëå êîïèðîâàíèÿ ñ êàæäîé èç êîïèé ìîæíî
íåçàâèñèìî ïðîäåëûâàòü ëþáóþ èç äàííûõ òðåõ îïåðàöèé).

Ïîäñêàçêà: çà îñíîâó ìîæíî âçÿòü ëåâàöêóþ êó÷ó.
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6 Ïðàêòèêà 6. Ìåäèàíû

6.1 Ïðàêòèêà

1. Äàí ìàññèâ A[1..n] èç n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ìàññèâ íå îáÿçàòåëüíî îòñîðòèðîâàí. Òðåáóåòñÿ íàéòè
k áëèæàéøèõ ê ìåäèàíå ýëåìåíòîâ çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Ðåøèòü äëÿ äâóõ ìåòðèê.

(a) Ïî ïîçèöèè â îòñîðòèðîâàííîì ìàññèâå.

d(x, median) = |pos(x)− pos(median)|,

ãäå pos(x) � ïîçèöèÿ ýëåìåíòà x â îòñîðòèðîâàííîì ìàññèâå.

(b) Ïî çíà÷åíèþ.
d(x, median) = |x− median|.

2. Äàíî äâà ìàññèâà a1, a2, · · · , an è p1, p2, . . . pm. Íóæíî çà O(n logm) äëÿ êàæäîãî i íàéòè pi-óþ
ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó â ìàññèâå a.

3. Ìåäèàíîé íàçûâàåòñÿ bn2 c-ÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà. Ïðèäóìàéòå ñòðóêòóðó äàííûõ íà îñíîâå
�heap, êîòîðàÿ óìååò äåëàòü �Insert(x), �DeleteMedian(), âñå îïåðàöèè çà O(log n).

4. Äàíî ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå áèíàðíîé êó÷è. Íàéòè k-óþ ñòàòèñòèêó çà:

(a) O(k log n)

(b) O(k2)

(c) O(k log k)

5. Äàíî ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå áèíàðíîé êó÷è ñ ìèíèìóìîì â êîðíå. Íàéòè k-óþ ñòà-
òèñòèêó çà O(k log k).

6. (*) Íàéòè îòðåçîê ìàññèâà, íà êîòîðîì (mini∈[l,r] ai) ·
∑
i∈[l,r] ai ìàêñèìàëüíî. Âðåìÿ O(n). ×èñëà

öåëûå.

9



6.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

Äåäëàéí: 22 îêòÿáðÿ, 23.59

1. Ïðèäóìàéòå ñòðóêòóðó äàííûõ íà îñíîâå êó÷è ñî ñëåäóþùèìè îïåðàöèÿìè: �Insert(x), �Delete{Median,Min,Max}(),
�Get{Median,Min,Max}(). Âñå îïåðàöèè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ çà O(log n).

2. Ïóñòü åñòü ìàññèâ, ñîñòîÿùèé èç ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, è àëãîðèòì A, êîòîðûé íàõîäèò k-óþ ïî-
ðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó, èñïîëüçóÿ òîëüêî ïîïàðíûå ñðàâíåíèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòà-
òû ñðàâíåíèé, ïðîâåäåííûõ àëãîðèòìîì, ìîæíî ðàçäåëèòü ýëåìåíòû íà ìåíüøèå k-îé ñòàòèñòèêè
è áîëüøèå å¼.

3. Äàí íàáîð èç n öåëûõ ÷èñåë. Íàéäèòå ïàðó ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ íàèáîëåå áëèçêà ê íóëþ. Âðåìÿ
ðàáîòû O(n log n).

4. Äàí íàáîð èç n ïàð ãàåê è áîëòîâ, âñå ðàçìåðû êîòîðûõ ðàçëè÷íû. Ãàéêè è áîëòû ïåðåìåøàíû.
Òðåáóåòñÿ äëÿ êàæäîé ãàéêè íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé áîëò. Ñðàâíèâàòü ìîæíî òîëüêî áîëòû ñ
ãàéêàìè (ñðàâíèòü äâå ãàéêè ìåæäó ñîáîé, èëè äâà áîëòà ìåæäó ñîáîé � íåâîçìîæíî). Âðåìÿ
ðàáîòû:

(a) O(n log n) â ñðåäíåì,

(b) (*) O(n log n).

5. (*) Íàçîâåì ìàññèâ A[0..n-1] ïî÷òè îòñîðòèðîâàííûì (íà 90%), åñëè èç íåãî ìîæíî âû÷åðêíóòü
10% ýëåìåíòîâ, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ îêàçàëèñü â îòñîðòèðîâàííîì ïîðÿäêå.

Íàøà çàäà÷à ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè íà ïî÷òè îòñîðòèðîâàííîñòü. Äëÿ
ïðîñòîòû, äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàññèâû, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàçëè÷íû.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

def binary_search (a , key , l e f t , r i g h t ) :
i f l e f t == r i gh t − 1 :

return l e f t
else :

mid = l e f t + ( r i g h t − l e f t ) / 2
i f key < a [ mid ] :

return binary_search (a , key , l e f t , mid )
else :

return binary_search (a , key , mid , r i g h t )

def check−s o r t ( a ) :
for r in range (0 , k ) :

i = random . range (0 , n)
j = binary_search (a , a [ i ] , 0 , len ( a ) )
i f i != j :

return False
return True

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âûáîðå ñîîòâåòñòâóþùåãî k äàííûé àëãîðèòì

• âûäàåò âñåãäà True äëÿ îòñîðòèðîâàííîãî ìàññèâà;

• âûäàåò False ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 2
3 , åñëè ìàññèâ íå îòñîðòèðîâàí íà 90%.

Îöåíèòå çíà÷åíèå k.
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7 Ïðàêòèêà 7. Ãðàôû

7.1 Ïðàêòèêà

1. Äàíî êîðíåâîå äåðåâî T = 〈V,E〉. Êàæäàÿ âåðøèíà ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî äåòåé.
Ïðèäóìààéòå ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà áû îòâå÷àòü íà çàïðîñû âèäà: "ßâëÿåòñÿ
ëè âåðøèíà u ïîòîìêîì âåðøèíû v?"çà O(1). Ðàçðåøàåòñÿ ñäåëàòü ïðåïðîöåññèíã çà ëèíåéíîå
âðåìÿ.

2. Äàí ãðàô G = 〈V,E〉. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí äâóäîëüíûì. Âðåìÿ: O(V + E).

3. Äàí ãðàô G = 〈V,E〉. Åñòü ðåáðî e. Ïðîâåðèòü, ëåæèò ëè ðåáðî íà êàêîì-íèáóäü öèêëå. Âðåìÿ:
O(V + E).

4. Äëÿ çàäàííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = 〈V,E〉 ïîñ÷èòàòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð, êîòî-
ðûå íóæíî äîáàâèòü â ãðàô, ÷òîáû îí ñòàë ñâÿçíûì, çà O(V + E).

5. Êîðíåâîå äåðåâî T íà V âåðøèíàõ çàäàåòñÿ ìàññèâîì èç V ýëåìåíòîâ. Âñå âåðøèíû ïðîíóìå-
ðîâàíû. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû â ìàññèâå óêàçàí åãî ðîäèòåëü. Äëÿ êîðíÿ r çíà÷åíèå â ìàññèâå
ðàâíî -1. Òðåáóåòñÿ îïðåäèòü êàê áóäåò âûãëÿäåòü íîâîå ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà, åñëè êîðåíü r
ñìåíèòü íà êîðåíü q. Ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü O(1) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Ìåíÿòü ìàññèâ
ìîæíî. Âðåìÿ O(V ).

6. (*) Äàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G. Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò òðåõ. Òðå-
áóåòñÿ ðàçáèòü ãðàô íà äâå äîëè òàê, ÷òîáû ó êàæäîé âåðøèíå â åå æå äîëå áûëî íå áîëåå îäíîãî
ñîñåäà. Âðåìÿ O(V + E).
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8 Ïðàêòèêà 8. Ïîèñê â ãëóáèíó

8.1 Ïðàêòèêà

1. Äàí îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô G = 〈V,E〉. Íàéòè â íåì ãàìèëüòîíîâ ïóòü çà O(V +E)
èëè ñêàçàòü, ÷òî òàêîãî íåò.

2. Åñòü òðè áî÷êè íà 10, 7 è 4 ëèòðà. 7- è 4-ëèòðîâûå áî÷êè çàïîëíåíû âîäîé. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåëè-
âàòü âîäó ìåæäó áî÷êàìè äî ìîìåíòà ëèáî ïîêà îäíà áî÷êà íå çàïîëíèòñÿ ïîëíîñòüþ, ëèáî ïîêà
èç äðóãîé íå âûëüåòñÿ âñÿ âîäà. Ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè îòìåðèòü 2 ëèòðà. Åñëè âîçìîæíî, íàé-
òè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåëèâàíèé. Êàê ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ïðè óñëîâèè, ÷òî åìêîñòè
áî÷åê a, b è c (a ≤ b ≤ c); áî÷êè ñ åìêîñòÿìè a è b çàïîëíåíû âîäîé? Âðåìÿ: O(a · b).

3. Â ñòðàíå n àýðîïîðòîâ. Ñàìîëåò ìîæåò ñäåëàòü ïåðåëåò èç àýðîïîðòà i â àýðîïîðò j, èçðàñõîäîâàâ
wij ãîðþ÷åãî. Ïðè ýòîì wij ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò wji, è wii = 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíûé
ðàçìåð áàêà, ïîçâîëÿþùèé äîáðàòüñÿ ñàìîëåòó èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé, âîçìîæíî ñ äîçàïðàâ-
êàìè. Ðåøèòü çà O(n2 logW ), ãäå W � ìàêñèìóì ïî âñåì wij .

4. Äàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = 〈V,E〉. Íàçîâåì ðåáðî õîðîøèì, åñëè îíî íå ëåæèò íà îäíîì
öèêëå. Íàéäèòå âñå õîðîøèå ðåáðà çà O(V + E).

5. Ïîñòðîéòå ãðàô ñ îòðèöàòåëüíûìè âåñàìè, íà êîòîðîì Äåèêñòðà âûäàâàë áû íåâåðíûé îòâåò.
Ãðàô íå äîëæåí ñîäåðæàòü îòðèöàòåëüíûõ öèêëîâ. Ãäå â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíîñòü âåñîâ ðåáåð?

6. Ðàññìîòðèì âçâåøåííûé ãðàô G = 〈V,E〉. Ïóñòü íåêîòîðûå ðåáðà èìåþò îòðèöàòåëüíûé âåñ, íî
ãðàô íå èìååò îòðèöàòåëüíûõ öèêëîâ. Íàçíà÷èì êàæäîé âåðøèíå v íåêîòîðîå ÷èñëî φv òàê, ÷òî
w′uv = wuv +φv−φv ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ðåáðà (u, v) ∈ E. Áóäåì èñêàòü êðàò÷àéøèå ïóòè àëãîðèòìîì
Äåèêñòðà íà ãðàôå ñ âåñàìè w′. Ìîæåò ëè àëãîðèòì Äåèêñòðû äàòü íåâåðíûé îòâåò ïðè òàêîì
ïîäõîäå? Îòâåò äîêàæèòå.

7. (*) Ïóñòü åñòü ñâÿçíûé ãðàô G = 〈V,E〉. Ìèíèìàëüíûé ðàçðåç ãðàôà � ýòî ìèíèìàëüíîå ïî
ðàçìåðó ìíîæåñòâî ðåáåð òàêîå, ÷òî ïîñëå åãî óäàëåíèÿ ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü. Ðàññìîòðèì îïå-
ðàöèþ ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà (u, v). Ýòî îïåðàöèÿ, ïîñëå êîòîðîé ðåáðî (u, v) ïðîïàäàåò, âåðøèíû u
è v ñëèâàþòñÿ, à ìíîæåñòâà ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç íèõ, îáúåäèíÿþòñÿ, âîçìîæíî îáðàçóÿ êðàòíûå
ðåáðà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Áóäåì ðàâíîìåðíî ñëó÷àéíî áðàòü ðåáðî èç ãðàôà è
ñòÿãèâàòü åãî. Áóäåì òàê äåëàòü, ïîêà â ãðàôå íå îñòàíóòñÿ äâå âåðøèíû.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðåáåð ìåæäó îñòàâøèìåñÿ äâóìÿ âåðøèíàìè áóäåò íå ìåíüøå ðàçìåðà
ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà.

(b) Îöåíèòå ñíèçó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî áóäåò ðàâíî ðàçìåðó ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà.

(c) Ïîñòðîéòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà, êîòîðûé îøèáàåòñÿ ñ êîí-
ñòàíòíîé âåðîÿòíîñòüþ.

12



8.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

Äåäëàéí: 30 îêòÿáðÿ, 23.59

1. Åñòü êëåò÷àòîå ïîëå n×m. Ñåâåðî-çàïàäíàÿ êëåòêà èìååò êîîðäèíàòû (1, 1). Íåêîòîðûå êëåòêè
çàêðàøåíû ÷åðíûì öâåòîì. Åñòü îáû÷íûé èãðàëüíûé êóáèê: êàæäàÿ ñòîðîíà ïîìå÷åíà ÷èñëîì
îò 1 äî 6, ñóììà ÷èñåë íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ ðàâíà 7. Ðàçìåðû ãðàíè êóáèêà è êëåòêè
ñîâïàäàþò. Êóáèê ñòîèò â êëåòêå (1, 1). Íà âåðõíåé ãðàíè íàïèñàíî ÷èñëî 1, íà þæíîé � 2, íà
âîñòî÷íîé 3. Êóáèê ðàçðåøàåòñÿ ïåðåêàòûâàòü â ñîñåäíþþ ïî ðåáðó êëåòêó, åñëè îíà íå ïîêðàøå-
íà â ÷åðíûé. Ìîæíî ëè ïðèâåñòè êóáèê â êëåòêó (n,m), ÷òîáû åãî ïðîñòðàíñòâåííîå ïîëîæåíèå
áûëî òàêèì æå, êàê èçíà÷àëüíî â (1, 1). Çàäà÷à: ïîñòðîèòü äëÿ äàííîé çàäà÷è ãðàô èç O(nm)
ðåáåð è O(nm) âåðøèí.

2. Â äîëèíå ïîòîï. Äîëèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëåò÷àòîå ïîëå n×m. Â êàæäîé êëåòêå íàïèñàíà âû-
ñîòà. Ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà êëåòêè � h, ìèíèìàëüíàÿ � 0. Èçíà÷àëüíî óðîâåíü âîäû 0, íî êàæäóþ
ìèíóòó îí óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. ×òîáû ïðîéòè ìåæäó ñîñåäíèìè ïî ðåáðó êëåòêàìè âûñîòû h1 è
h2, íåîáõîäèìî ïîòðàòèòü 1 + |h1 − h2| ìèíóò. Òóðèñò íàõîäèòñÿ â êëåòêå (1, 1), åìó íåîáõîäèìî
äîáðàòüñÿ äî êëåòêè (n,m), íå êîñíóâøèñü âîäû. Ïîëó÷èòñÿ ëè ó íåãî ñäåëàòü ýòî? Êàê îïðåäå-
ëèòü ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, ÷òîáû äîñòèãíóòü öåëè, åñëè ýòî âîçìîæíî? Ïîñòðîéòå ãðàô ðàçìåðà
O(nmh) äëÿ äàííîé çàäà÷è.

3. Äàí âçâåøàííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = 〈V,E〉 ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé s ∈ V . Òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü äåðåâî �êðàò÷àéøèõ� ïóòåé èç âåðøèíû s âî âñå îñòàëüíûå ïî ñëåäóþùèì ìåòðèêàì.

(a) Âåñ ïóòè îïðåäåëÿåòñÿ âåñîì ñàìîãî òÿæåëîãî ðåáðà.

(b) (*) Âåñ ïóòè îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé âåñîâ ñàìîãî òÿæåëîãî ðåáðà è ñëåäóþùåãî çà íèì ïî âåñó.
Ïàðû ñðàâíèâàåòñÿ ïî ýëåìåíòíî: ñíà÷àëà ïåðâûå ýëåìåíò; åñëè îíè ðàâíû, òî âòîðûå.

Âðåìÿ � O((V + E) log V ).

4. (*, ãðóïïà Îïàðèíà) Äàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = 〈V,E〉. Íàçîâåì ðåáðî õîðîøèì, åñëè
óäàëèâ åãî, ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ãðàôå óâåëè÷èâàåòñÿ. Íàéäèòå âñå õîðîøèå ðåáðà çà
O(V + E).

5. (*, ãðóïïà Äàâûäîâà) Äàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = 〈V,E〉. Íàçîâåì âåðøèíó õîðîøåé, åñëè
óäàëèâ å¼, ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ãðàôå óâåëè÷èâàåòñÿ. Íàéäèòå âñå õîðîøèå âåðøèíû çà
O(V + E).
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