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1 Ïðàêòèêà 1. Àñèìïòîòèêà

1.1 Âñîïîìîãàòåëüíûå ôàêòû

1. Ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ai+1 = ai + d): a1 + a2 + · · ·+ an = a1+an
2 · n.

2. Ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 1 + p+ · · ·+ pn−1 = pn−1
p−1 ,

∑∞
i=0 p

i = 1
1−p . ïðè 0 < p < 1.

3. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä:
∑n
i=1

1
n = log n+O(1),

∑n
i=1

1
n1+ε = O(1).

4. Îöåíêè íà ñóììû:

(a) Ìàæîðèðîâàíèå:
n∑
i=0

i ≤
n∑
i=0

n = O(n2).

(b) Ðàçäåëåíèå íà ñóììû
n∑
i=0

i ≥
n∑

i=bn/2c

bn/2c = Ω(n2).

(c) Èíòåãðèðîâàíèå

Ω(n2) =

∫ n

0

x dx ≤
n∑
i=1

i ≤
∫ n+1

1

x dx = O(n2).

1.2 Ïðàêòèêà

Àñèìïòîòèêà:

1. nk è cn ñðàâíèòü ïî O-íîòàöèÿìè.

2. p(n) = a0 + a1x+ · · ·+ adx
d. Äëÿ êàêèõ k êàêèå îòíîøåíèÿ ìåæäó p(n) è nk.

3. max(f(n), g(n)) = Θ(f(n) + g(n))?

4. 2n+1 = O(2n)? 22n = O(2n)?

5. f(n) = O(f(n)2)?

6. f(n) + g(n) = Θ(min(f(n), g(n)))?

7. f(n) = O(g(n))⇒ log f(n) = O(log g(n))?

8. f(n) = O(g(n))⇒ 2f(n) = O(2g(n))?
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9. f(n) = f(n/2)?

10. f(n) + o(f(n)) = Θ(f(n))?

11. log n! = Θ(n · log n)?

Ñóììû:

1.
∑n
i=1

1
n = Ω(log n) ÷åðåç èíòåãðàëû è ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè.

2.
∑n
k=1

1
k2 = O(1).

3.
∑logn
k=0 dn/2ke.

4.
∑n
k=1

1
2k−1 = ln(

√
n) +O(1).

5.
∑∞
k=0(k − 1)/2k =?.

6.
∏n
k=1(2 · 4k).

7.
∏n
k=2(1− 1/k2).

1.3 Äîìàøíåå çàäàíèå

Äåäëàéí: 23.59 11.09.2014

Ãðóïïà Äàâûäîâà ðåøàåò âñå ñóììû â êà÷åñòâå äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

1. Ïîñ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèÿ

(a)
∏n
k=1(2 · 4k).

(b)
∏n
k=2(1− 1/k2).

2. Çàïîëíèòü òàáëè÷êó.
A B O o Θ ω Ω

lgk n nε

nk cn√
n nsinn

2n 2n/2

nlgm mlgn

lg(n!) lg(nn)

3. Óïîðÿäî÷èòü ôóíêöèè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

lg(lg∗ n) 2lg
∗n (

√
n)lgn n2 n! (lg n)!

(3/2)n n3 lg2 n lg n! 22
n

n1/ lgn

ln lnn lg∗ n n · 2n nlg lgn lnn 1
2lnn (lg n)lgn en 4lgn (n+ 1)!

√
lg n

lg∗ lg n 2
√
2 lgn n 2n n lg n 22

n+1

Ïðèìå÷àíèå: lg∗(n) =

{
0 åñëè n ≤ 1;
1 + lg∗(lg n) èíà÷å.
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2 Ïðàêòèêà 2. Ëèíåéíûå àëãîðèòìû

2.1 Ïðàêòèêà

1. Ðåàëèçîâàòü ñòåê ñ îïåðàöèÿìè PUSH, POP, MAX ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ îïåðàöèÿ ðàáîòàåò çà
êîíñòàíòíîå âðåìÿ.

2. Ðåàëèçîâàòü î÷åðåäü ñ îïåðàöèÿìè PUSH, POP, MAX ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ îïåðàöèÿ ðàáîòàåò çà
êîíñòàíòíîå âðåìÿ.

3. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, · · · , an ∈ N è S ∈ N. Íàéòè l, r (1 ≤ l ≤ r ≤ n) òàêèå, ÷òî ñóììà∑r
i=l ai = S. Çàäà÷ó òðåáóåòñÿ ðåøèòü çà ëèíåéíîå îò n âðåìÿ.

2.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

Äåäëàéí: 18 ñåíòÿáðÿ, 23.59

1. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, · · · , an ∈ Z. Íàéòè l, r (1 ≤ l ≤ r ≤ n) òàêèå, ÷òî ñóììà
∑r
i=l ai

áûëà áû ìàêñèìàëüíîé. Çàäà÷ó òðåáóåòñÿ ðåøèòü çà ëèíåéíîå îò n âðåìÿ.

2. Äàíà ñêîáî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç ñêîáîê '(', ')', '[', ']', '{', '}'. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè êàæäîé îòêðûâàþùåé ñêîáêå ñîîòâåòñòâóåò çà-
êðûâàþùàÿ ñêîáêà òîãî æå òèïà, è ñîáëþäàåòñÿ âëîæåííîñòü. Ïðèìåðû, ([{}]) è ()() � êîð-
ðåêòíûå, à [) è [(]) � íåò.

Ïðåäîñòàâüòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðÿåò êîððåêòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

3. Äàí ìàññèâ öåëûõ ÷èñåë ai. Ïðèäóìàéòå ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ áû óìåëà îòâå÷àòü íà çà-
ïðîñû âèäà: �Ïî äàííûì l è r âåðíóòü

∑r
i=l ai.� çà O(1).

Ðàçðåøàåòñÿ ñäåëàòü ïðåäïîäñ÷åò çà O(n). Çíà÷åíèÿ â ìàññèâå íå ìåíÿþòñÿ.

4. Äàíî ÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå n öèôðàìè â äåñÿòè÷íîé çàïèñè áåç âåäóùèõ íóëåé. Èç ÷èñëà òðå-
áóåòñÿ âû÷åðêíóòü ðîâíî k öèôð òàê, ÷òîáû ðåçóëüòàò áûë áû ìàêñèìàëüíûì. Çàäà÷ó òðåáóåòñÿ
ðåøèòü çà ëèíåéíîå îò n âðåìÿ.

Âíèìàíèå! k ïîäàåòñÿ íà âõîä è ìîæåò áûòü ïîðÿäêà n. Ðåøåíèå çà O(kn) ïðèðàâíèâàåòñÿ ê
êâàäðàòè÷íîìó îò n.

5. (*) Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ a1, a2, · · · , an. Íàä îáúåêòàìè îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñðàâ-
íåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ýëåìåíò ïðèñóòñòâóþùèé íå ìåíåå ÷åì

⌊
n
2

⌋
+ 1.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ýëåìåíò a çà ëèíåéíîå âðåìÿ è êîíñòàíòó äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè ïðè óñëîâèè,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðâàðä-èòåðàòîðîì.

6. (*) Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, · · · , an ∈ N. Íàéòè l, r (1 ≤ l ≤ r ≤ n) òàêèå, ÷òî çíà÷åíèå
(r − l + 1) mini∈[l,r] ai áûëî áû ìàêñèìàëüíî. Çàäà÷ó òðåáóåòñÿ ðåøèòü çà ëèíåéíîå îò n âðåìÿ.
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3 Ïðàêòèêà 3. Ðàçäåëÿé-è-âëàñòâóé

3.1 Âñîïîìîãàòåëüíûå ôàêòû

1. Ïóñòü a ≥ 1 è b > 1 � êîíñòàíòû, f(n) � ôóíêöèÿ, T (n) îïðåäåëåíî ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ n
ôîðìóëîé

T (n) = aT (n/b) + f(n),

ãäå ïîä n/b ïîíèìàåòñÿ ëèáî dn/be, ëèáî bn/bc. Òîãäà

(a) åñëè f(n) = O(nlogb a−ε) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, òî T (n) = Θ(nlogb a);

(b) åñëè f(n) = Θ(nlogb a), òî T (n) = Θ(nlogb a lg n);

(c) åñëè f(n) = Ω(nlogb a+ε) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è åñëè af(n/b) ≤ cf(n) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàí-
òû c < 1 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, òî T (n) = Θ(f(n)).

2. Êîììåíòàðèé ê çàäà÷àì ïðî îöåíêó àñèìòîòèêè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû
n0 è âñåõ n ≤ n0 âåðíî, ÷òî T (n) = 1.

3. Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü y(n) � ìîíîòîííàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, è f(n) = O(g(n)). Òîãäà
f( y(n) ) = O(g( y(n) )).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c è n0, f(n) ≤ c · g(n) ïðè n ≥ n0.
Çàìåòèì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé âåëè÷èíû n′, y(n) > n0. Çíà÷èò, f( y(n), ) ≤ c·g( y(n) ), íà÷èíàÿ
ñ n′. Çíà÷èò, f( y(n) ) = O(g( y(n) )).

4. Ðàçáîð çàäà÷è T (n) = 2 · T (
√
n) + log n.

Ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ïóñòü y = log n. Òîãäà T (2y) = 2 · T (2
y
2 ) + y. Ïóñòü T ′(y) = T (2y).

Òîãäà, äëÿ T ′ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ðåêóðåíòíàÿ ôîðìóëà

T ′(y) = 2 · T ′(y/2) + y.

Ïî òåîðåìå î ðåêóðåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî T (2y) = T ′(y) = O(y · log y). Ïîäñòàâèì
y = log n. Ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó ïîëó÷èì, ÷òî T (2logn) = T (n) = O(log n · log log n).

3.2 Ïðàêòèêà

1. Îïðåäåëèòü àñèìïòîòèêó.

(a) T (n) = 2 · T (bn2 c+ 17) + n.

3.3 Äîìàøíåå çàäàíèå

Äåäëàéí: 28 ñåíòÿáðÿ, 23.59

1. Îïðåäåëèòü àñèìïòîòèêó.

(a) T (n) = T (dn2 e) + 1.

(b) T (n) = T (a) + T (n− a) + n äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû a.

(c) T (n) = T (α · n) + T ((1− α) · n) + n äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû α ∈ (0, 1).

(d) T (n) = 4 · T (bn2 c) + nk äëÿ k ∈ {1, 2, 3}.

2. Îïðåäåëèòü àññèìïòîòèêó T (n) = 2 · T (blog nc) + 2log
∗ n.

3. Åñòü k îòñîðòèðîâàííûõ ìàññèâîâ. Â ñóììå ìàññèâû ñîäåðæàò n ýëåìåíòîâ. Ñëèòü ìàññèâû çà
O(n log k).
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4. Íàçîâåì ìàññèâ A[1..n] óíèìîäàëüíûì, åñëè îí ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, à ïîòîì óáûâàåò. Ñòðîãî
ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò òàêîå m ∈ [1, n], ÷òî

• A[i] < A[i + 1] äëÿ 1 ≤ i < m;

• A[i] > A[i + 1] äëÿ m ≤ i < n.

Ýëåìåíò ñ íîìåðîì m íàçîâåì ïèêîì.

(a) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà ïèêà çà O(log n).

(b) Äàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè èç n âåðøèí. Âåðøèíû çàäàíû â ïîðÿäêå îáõîäà
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Íèêàêèå òðè ïîäðÿä èäóùèå âåðøèíû íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò,
ñîäåðæàùèé äàííûé ìíîãîóãîëüíèê (bounding box) çà O(log n).

5. * Äàí ìàññèâ èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî èíâåðñèé çà O(n log n) (÷èñëî
èíâåðñèé â ìàññèâå a, ýòî ÷èñëî òàêèõ ïàð (i, j), ÷òî i < j, íî a[i] > a[j]).

6. * Ñòóêòóðà äàííûõ ôàéë ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîñòóïà ïîääåðæèâàåò ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

• Read(): ÷òåíèå ÷èñëà èç ôàéëà íà òåêóùåé ïîçèöèè è ïåðåâîä ïîçèöèè âïåðåä íà 1 ýëåìåíò.

• Write(x): çàïèñü ÷èñëà â ôàéë â òåêóùóþ ïîçèöèþ è ïåðåâîä ïîçèöèè âïåðåä íà 1 ýëåìåíò.

• Rewind(): ïåðåâîä ïîçèöèè íà íà÷àëî ôàéëà.

Òðåáóåòñÿ îòñîðòèðîâàòü ôàéë çà O(n log n) èñïîëüçóÿ O(1) ïàìÿòè è äâà äîïîëíèòåëüíûõ ôàéëà.
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