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1 Практика 1. Суммы, циклы

1.1 Теория

Арифметическая прогрессия

∙
𝑏∑︀

𝑛=𝑎

𝑛 = (𝑏+𝑎)(𝑏−𝑎+1)
2

∙
𝑎∑︀

𝑛=1

𝑛 = 𝑎(𝑎+1)
2

Геометрическая прогрессия

∙
𝑛∑︀

𝑘=0

𝑞𝑘 = 𝑞𝑛+1−1
𝑞−1

∙ Ïðè −1 < 𝑞 < 1:
∞∑︀
𝑘=0

𝑞𝑘 = −1
𝑞−1 = 1

1−𝑞

∙ Åñëè 𝑞 = 1
1+𝜀

: 1 − 𝑞 = 𝜀
1+𝜀

≈ 𝜀 ⇒
∞∑︀
𝑘=0

(1 + 𝜀)−𝑘 ≈ 1
𝜀

Сумма гармонического ряда
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6
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7
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1
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+ · · · ≥ 1
1

+
1
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+
1

4
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1

4⏟  ⏞  
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+
1

8
+

1

8
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1

8
+

1

8⏟  ⏞  
1/2

+ · · · ≥ 1 + 1
2
⌊log2 𝑛⌋ ⇒

𝑛∑︀
𝑘=1

1
𝑘

= Θ(log 𝑛)
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Про интегралы

∙ Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:
𝑏∫︀
𝑎

𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

∙ Ïðèìåð: ln′(𝑛) = 1
𝑛
⇒

𝑛∫︀
1

1
𝑥
𝑑𝑥 = ln𝑛− ln 1 = ln𝑛

∙
𝑏∫︀
𝑎

[︂
min

𝑦∈[𝑎..𝑏]
𝑓(𝑦)

]︂
𝑑𝑥 ≤

𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤
𝑏∫︀
𝑎

[︂
max
𝑦∈[𝑎..𝑏]

𝑓(𝑦)

]︂
𝑑𝑥

∙ Äëÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé 𝑓(𝑥) èìååì 𝑓(𝑎) ≥
𝑎+1∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝑎 + 1).

∙ Äëÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé 𝑓(𝑥) èìååì 𝑓(𝑎) ≤
𝑎+1∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑎 + 1).

∙ Ïóñòü 𝑋(𝑛) =
𝑛∑︀

𝑖=1

1
𝑖
, çíà÷èò, 𝑋(𝑛) − 1

𝑛
=

𝑛−1∑︀
𝑖=1

1
𝑖
≥

𝑛∫︀
1

1
𝑥
𝑑𝑥 = ln𝑛 ≥

𝑛∑︀
𝑖=2

1
𝑖

= 𝑋(𝑛) − 1 ⇒

⇒ ln𝑛 + 1
𝑛
≤ 𝑋(𝑛) ≤ ln𝑛 + 1 ⇒ 𝑋(𝑛) = ln𝑛 + 𝒪(1)

1.2 Класс

Задачи про суммы

1.
∞∑︀
𝑘=0

𝑛
2𝑘

2.
∞∑︀
𝑘=0

𝑛
1.01𝑘

3.
𝑛∑︀

𝑘=1

1
2𝑘−1

4.
𝑛∏︀

𝑘=2

(1 − 𝑘−2)

5.
𝑛∏︀

𝑘=1

(2 · 4𝑘)

Задачи про циклы for. Âî âñåõ çàäà÷àõ íóæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ �çà ñêîëüêî ðà-
áîòàåò�:
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1. Íàéòè òàêèå 𝑎, 𝑏, 𝑐: 𝑎𝑏𝑐 = 𝑁 , 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = min. Ðåøåíèå:
1. for (a = 1; a <= N; a++)

2. for (b = 1; a * b <= N; b++)

3. c = N / a / b, ... ;

2. Ïîèñê äåëèòåëåé áåç äåëåíèÿ
1. b = N;

2. for (a = 1; a * a <= N; a++) {

3. while (a * b > N)

4. b--;

5. if (a * b == N)

6. printf("%d %d∖n", a, b);

7. }

3. Åùå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è (1)
1. for (a = 1; a * a * a <= N; a++)

2. for (b = 1; b * b <= N; b++)

3. c = N / a / b, ... ;

Ïîëó÷èòü 𝒪(𝑁5/6)

4. (*) È åùå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è (1)
1. for (a = 1; a * a * a <= N; a++)

2. for (b = a; a * b * b <= N; b++)

3. c = N / a / b, ... ;

Ïîëó÷èòü 𝒪(𝑁2/3)

1.3 Домашнее задание

Дедлайн: 15 сентября, 23.59

Задачи на цикл for. Îöåíèòå âðåìÿ ðàáîòû.

1. Ïðî ñòðîêè

1. for (a = 1; a < n; a++)

2. for (b = 0; b < n; b += a)

3. ;
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2. Partition

1. a = 1, b = n;

2. while (a < b) {

3. while (x[a] < M && a <= b) a++;

4. while (x[b] > M && a <= b) b--;

5. if (a <= b) swap(x[a++], x[b--]);

6. }

Äîïîëíèòåëüíûé âîïðîñ: ÷òî äåëàåò ýòîò êîä?

3. Ëîãàðèôìû

1. while (a >= 2)

2. a = sqrt(a);

Äîïîëíèòåëüíûé âîïðîñ: à åñëè áû âìåñòî 2 áûëî áû 1?

4. Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà

1. for (p = 2; p < n; p++)

2. if (min_divisor[p] == 0) // is prime

3. for (x = p + p; x < n; x += p)

4. if (min_divisor[x] == 0)

5. min_divisor[x] = p;

(*) Äîêàçàòü 𝒪(𝑁 log log𝑁) (ïîëüçóåìñÿ íå äîêàçàííûì ôàêòîì: 𝑝𝑛 ≈ 𝑛 ln𝑛)

5. Ïåðåñòàíîâêè è öèêëû

1. for (i = 0; i < n; i++)

2. if (used[i] == 0)

3. for (j = i; used[j] == 0; j = (j*17+2) % n)

4. used[j] = 1;

Суммы

1.
∞∑︀
𝑘=1

𝑘
2𝑘

2.
∞∑︀
𝑘=1

𝑘2

2𝑘

3. Äîêàæèòå, ÷òî
𝑛∑︀

𝑘=1

1
𝑘3/2

= 𝒪(1)
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2 Практика 2. Элементарные структуры данных

2.1 Класс

1. Äàíà ïîñëåîäâàòåëüíîñòü ÷èñåë 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛 è ÷èñëî 𝑆. Âñå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûå
öåëûå. Òðåáóåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ íàéòè ïîäîòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêîé,
÷òî ñóììà åãî ýëåìåíòîâ

∑︀𝑟
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 = 𝑆. Âðÿìÿ � 𝑂(𝑛).

2. Äàíà ïîñëåîäâàòåëüíîñòü ÷èñåë 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛. Âñå ÷èñëà öåëûå. Òðåáóåòñÿ çà ëè-
íåéíîå âðåìÿ íàéòè ïîäîòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêîé, ÷òî ñóììà åãî ýëåìåí-
òîâ

∑︀𝑟
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 ìàêñèìàëüíà. Âðÿìÿ � 𝑂(𝑛).

3. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë: 𝑥1 = 𝑎, 𝑥𝑖+1 = 𝑓(𝑥𝑖), íàéòè ñ 𝑂(1) äîïîëíèòåëü-
íîé ïàìÿòè äëèíó ïåðèîäà 𝑇 è ïðåäïåðèîäà 𝐿 çà âðåìÿ 𝒪(𝐿 + 𝑇 ).

4. ×àñòè÷íûå ñóììû:

(a) Ìíîãî ðàç ñäåëàòü += íà îòðåçêå, â êîíöå îäèí ðàç âûâåñòè ìàññèâ.

(b) Ñïåðâà ìíîãî ðàç += íà îòðåçêå, çàòåì ìíîãî ðàç �ñóììà íà îòðåçêå�.

(c) Â êàæäîé öåëîé òî÷êå 𝑥 ÷èñëîâîé ïðÿìîé åñòü 𝑓 [𝑥], èçíà÷àëüíî ðàâíàÿ íóëþ.
Òå æå çàïðîñû, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Êîîðäèíàòû çàïðîñîâ öåëûå îò
0 äî 1018.

2.2 Домашнее задание

Дедлайн: 22 сентября, 23.59

1. Çàäà÷è íà ñòåê.

(a) Â ìàññèâå íàéòè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà áëèæàéøèé ìåíüøèé ñðåäè ñîñåäåé
ñëåâà è ñïðàâà çà 𝑂(𝑛).

(b) Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛 íàéòè ïîäîòðåçîê, íà êîòîðîì ìàêñèìè-
çèðóåòñÿ çíà÷åíèå (𝑟 − 𝑙 + 1) · min𝑖∈[𝑙,𝑟] 𝑎𝑖, çà 𝑂(𝑛).

(c) Äàíà ìàòðèöà èç íóëåé è åäèíèö. Íàéòè íàèáîëüøèé ïî ïëîùàäè ïîäïðÿìî-
óãîëüíèê, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç íóëåé çà 𝑂(𝑛2).

2. Äàí ìàññèâ èç 2𝑛 ÷èñåë. Íàéòè ìèíèìàëüíîåИ ìàêñèìàëüíîå çà 3𝑛−2 ñðàâíåíèÿ.

3. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ ïðèâåäèòå êîä íà C++. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äîëæíî áûòü
ëèíåéíî. Ìíîæåñòâî è ìóëüòèìíîæåñòâî ìîæíî õðàíèòü â âèäå îòñîðòèðîâàííîãî
ìàññèâà. Äàíû äâà ìíîæåñòâà 𝐴 è 𝐵 â îòñîðòèðîâàííîì âèäå, çà 𝒪(|𝐴| + |𝐵|)
ïîñòðîèòü â òàêîì æå âèäå èõ

(a) ïåðåñå÷åíèå. Ïðèìåð: {1, 2, 3} ∩ {2, 4} = {2}.
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(b) ðàçíîñòü. Ïðèìåð: {1, 2, 3} ∖ {2, 4} = {1, 3}.
(c) îáúåäèíåíèå. Ïðèìåð: {1, 2, 3} ∪ {2, 4} = {1, 2, 3, 4}.

P.S. Åñëè âû ïèøåòå â LATEX, ïîïðîáóéòå çàîäíî ïàêåò ∖usepackage{minted}. Â
dropbox Ñåðåæè Êîïåëèîâè÷à åñòü ïðèìåð. Çà ïîäðîáíîé ñïðàâêîé ìîæíî îáðà-
ùàòüñÿ ê íåìó è Äèìå Ëàïøèíó.
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3 Практика 3. Сортировки

3.1 Класс

1. Äàíû äâà ìàññèâà 𝑎 è 𝑏 äëèíû 𝑛, ñãåíåðèðîâàòü âñå ïîïàðíûå ñóììû 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 â
ñîðòèðîâàííîì ïîðÿäêå.

(a) Çà 𝒪(𝑛2 log 𝑛).

(b) Çà 𝒪(𝑛3) ñ èñïîëüçîâàíèåì 𝒪(𝑛) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

(c) Çà 𝒪(𝑛2 log 𝑛) ñ èñïîëüçîâàíèåì 𝒪(𝑛) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

2. Â ñâîáîäíîå âðåìÿ Àíêà-ïóëåìåò÷èöà ëþáèò ñîðòèðîâàòü ïàòðîíû ïî ñåðèéíûì
íîìåðà. Âîò è ñåé÷àñ îíà òîëüêî ðàçëîæèëà ïàòðîíû íà ñòîëå â ñòðîãî îòñîð-
òèðîâàííîì ïîðÿäêå. Íî òóò Èâàí Âàñèëüåâè÷ ðàñïàõíóë äâåðü ñ òàêîé ñèëîé,
÷òî âñå ïàòðîíû íà ñòîëå ïîäïðûãíóëè è íåìíîãî ïåðåìåøàëèñü. Îñòàâèâ öåííûå
óêàçàíèÿ, Èâàí Âàñèëüåâè÷ îòïðàâèëñÿ âîñâîÿñè. Êàê îêàçàëîñü, ïàòðîíû ïåðå-
ìåøàëèñü íå ñèëüíî. Êàæäûé ïàòðîí îòêëîíèëñÿ îò ñâîåé ïîçèöèè íå áîëåå ÷åì
íà 𝑘. Âñåãî ïàòðîíîâ 𝑛. Ïîìîãèòå Àíêå îòñîðòèðîâàòü ïàòðîíû.

(a) Îòñîðòèðóéòå ïàòðîíû çà 𝒪(𝑛𝑘).

(b) Îòñîðòèðóéòå ïàòðîíû çà 𝒪(𝑛 + 𝐼), ãäå 𝐼 � ÷èñëî èíâåðñèé.

(c) Äîêàæèòå íèæíþþ îöåíêó íà âðåìÿ ñîðòèðîâêè Ω(𝑛 log 𝑘).

(d) Îòñîðòèðóéòå ïàòðîíû çà 𝒪(𝑛 log 𝑘).

3. Äàí ìàññèâ èç 𝑛+1 öåëîãî ÷èñëà îò 1 äî 𝑛. Ìàññèâ äîñòóïåí òîëüêî íà ÷òåíèå, åñòü
𝒪(1) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Íàéòè çà 𝒪(𝑛) ëþáîå ÷èñëî, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ
õîòÿ áû äâà ðàçà.

4. Äàíî 𝑛 òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Ñîåäèíèòü èõ

(a) (𝑛− 1)�çâåííîé ëîìàíîé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé (íå çàìêíóòîé);

(b) 𝑛�çâåííîé ëîìàíîé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé (çàìêíóòîé)

çà 𝒪(𝑛 log 𝑛).

5. Äàí íàáîð èç 𝑁 îòðåçêîâ [𝑎𝑖, 𝑏𝑖]. ×èñëà 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 � âåùåñòâåííûå.

(a) Íàéòè òàêîå âåùåñòâåííîå 𝑥, ÷òî |{𝑖 : 𝑥 ∈ [𝑎𝑖, 𝑏𝑖]}| ìàêñèìàëüíî.
(b) Äëèíó îáúåäèíåíèÿ îòðåçêîâ.

(c) Äëÿ êàæäîãî 𝑘 ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî òî÷åê íà ïðÿìîé ïîêðûòî ðîâíî 𝑘 îòðåç-
êàìè.

6. Äàíû äâà ìàññèâà èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë 𝑎 è 𝑏. |𝑎| = |𝑏|.
Âûáðàòü ìàññèâ 𝑝 : 𝑘 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë îò 1 äî 𝑛 òàê, ÷òîáû:
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(a)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑝𝑖𝑏𝑝𝑖 → max.

(b)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑝𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝑏𝑝𝑖

→ max.

(c) (
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑝𝑖)(
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑏𝑝𝑖) → max.

3.2 Домашнее задание

Дедлайн: 29 сентября, 23.59

1. Äàíû äâà ìàññèâà 𝑎 è 𝑏 îäèíàêîâîé äëèíû.
Íóæíî íàéòè òàêóþ ïåðåñòàíîâêó 𝑝, ÷òî

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑎𝑝𝑖𝑏𝑖 → max. Ðåøåíèå îáîñíîâàòü.

2. Ðàññìîòðèì áèíàðíóþ êó÷ó, ó êîòîðîé äåðåâî íåîáÿçàòåëüíî ñáàëàíñèðîâàííî.
Ïóñòü 𝑑(𝑣) � ðàññòîÿíèå âíèç îò âåðøèíû 𝑣 äî áëèæàéøåãî ëèñòà, à 𝑠𝑖𝑧𝑒(𝑣) �
÷èñëî âåðøèí â ïîääåðåâå ñ êîðíåì â âåðøèíå 𝑣.

Êó÷à íàçûâàåòñÿ ëåâàöêîé, åñëè ∀𝑣 : 𝑑(𝑙[𝑣]) ≥ 𝑑(𝑟[𝑣]).

(a) äîêàæèòå, ÷òî 𝑠𝑖𝑧𝑒(𝑣) ≥ 2𝑑(𝑣)

(b) íàïèøèòå áûñòðûé Merge äëÿ äàííîé êó÷è, äàéòå îöåíêó âðåìåíè ðàáîòû

3. Äàíî 2 · 𝑛 − 1 êîðîáîê ñ ÷åðíûìè è áåëûìè øàðàìè. Â 𝑖-îé êîðîáêå íàõîäèòñÿ
𝑤𝑖 áåëûõ è 𝑏𝑖 ÷åðíûõ øàðîâ. Âñåãî â êîðîáêàõ íàõîäèòñÿ 𝑊 áåëûõ è 𝐵 ÷åðíûõ
øàðîâ. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü 𝑛 êîðîáîê, ÷òîáû ñóììàðíîå ÷èñëî áåëûõ øàðîâ â íèõ
áûëî íå ìåíåå 𝑊

2
, à ÷åðíûõ íå ìåíåå 𝐵

2
. Ðåøèòü çà 𝒪(𝑛 log 𝑛).

4. Íà ïðÿìîé ðàñïîëîæåíî 𝑛 òî÷åê 𝑝1, 𝑝2, · · · , 𝑝𝑛 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Êàæäàÿ
òî÷êà èìååò âåñ 𝑤𝑖 ≥ 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ òî÷êó 𝑞, ÷òî

∑︀
𝑖 𝑤𝑖 · |𝑝𝑖 − 𝑞| èìåëà

áû ìèíèìàëü1íîå çíà÷åíèå. Âðåìÿ ðàáîòû: 𝑂(𝑛).

Примечание. Òî÷êè íà âõîä ïîäàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
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4 Практика 4. Куча и медиана

4.1 Класс

1. Ïóñòü åñòü ñòðóêòóðà äàííûõ, ðåàëèçóþùàÿ èíòåðôåéñ PriorityQueue (Add, DeleteMin).
Êàê ðàñøèðèòü ýòó ñòðóêòóðó äàííûõ îïåðàöèÿìè Build, Delete, DecreaseKey,
Merge?

2. Ðîáîò Èâàí Ñåìåíû÷ ïðîáóåò ïèðîæêè. Ñîäåðæèìîå ïèðîæêîâ äåëèòñÿ íà òðè òè-
ïà. Âñåãî ïèðîæêîâ 𝑛. Êàæäûé ïèðîæîê ìîæíî ïîïðîáîâàòü íå áîëåå îäíîãî ðàçà.
Ïèðîæêè ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè. Ïàìÿòü ó ðîáîòà ìàëåíüêàÿ, 𝑂(log 𝑛) áèò. Ïî-
ìîãèòå Èâàíó Ñåìåíû÷ó îòñîðòèðîâàòü ïèðîæêè ïî òèïó: ñíà÷àëà ïåðâûé, ïîòîì
âòîðîé, ïîòîì òðåòèé. Ñîðòèðîâêà äîëæíà ðàáîòàòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

3. Íàéòè îòðåçîê ìàññèâà, íà êîòîðîì (min𝑖∈[𝑙,𝑟] 𝑎𝑖) ·
∑︀

𝑖∈[𝑙,𝑟] 𝑎𝑖 ìàêñèìàëüíî. Âðåìÿ

𝒪(𝑛).

(a) Âñå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû.

(b) ×èñëà öåëûå, 32-áèòíûå. Ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìèíèìóìà íà îòðåçêå çà
𝒪(1).

(c) ×èñëà öåëûå, 32-áèòíûå. Ïðîñòîå ðåøåíèå.

4. Äàíà îáû÷íàÿ áèíàðíàÿ êó÷à, çà ñêîëüêî ìîæíî óçíàòü 𝑘-é ìèíèìóì?

(a) 𝒪(𝑘 log 𝑛)

(b) 𝒪(𝑘2)

(c) 𝒪(𝑘 log 𝑘)

5. Îöåíèòå ÷èñëî ñðàâíåíèé, êîòîðîå ñäåëàþò

(a) MergeSort, åñëè â ìàññèâå ðîâíî 𝑛 = 2𝑘 ýëåìåíòîâ.

(b) HeapSort, åñëè â ìàññèâå ðîâíî 𝑛 = 2𝑘 − 1 ýëåìåíòîâ.

(c) QuickSort, åñëè â ìàññèâå âñå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû, à âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûé.

Âî âñåõ ïóíêòàõ íóæíû òî÷íûå êîíñòàíòû.

4.2 Домашнее задание

Дедлайн: 6 октября, 23.59

Åñëè íå óñïåëè ðàññêàçàòü. 𝑘-àÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà â ìàññèâå 𝑎 ÿâëÿåòñÿ 𝑘-ûì
ïî ïîðÿäêó ýëåìåíòîì. Ò.å. åñëè ìàññèâ 𝑎 îòñîðòèðîâàòü, òî ýòî áóäåò 𝑎𝑘.

Âî âñåõ çàäà÷àõ íèæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà ïîèñêà 𝑘-îé ñòàòè-
ñòèêè çà 𝑂(𝑛), ãäå 𝑛 � äëèíà ìàññèâà.
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1. Ìåäèàíîé íàçûâàåòñÿ ⌊𝑛
2
⌋-ÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà. Ïðèäóìàéòå ñòðóêòóðó äàí-

íûõ íà îñíîâå heap, êîòîðàÿ óìååò äåëàòü Insert(x), DeleteMedian(), âñå îïåðà-
öèè çà 𝒪(log 𝑛).

2. Äàí ìàññèâ A[1..n] èç 𝑛 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ìàññèâ íå îáÿçàòåëüíî îòñîðòèðîâàí.
Òðåáóåòñÿ íàéòè 𝑘 áëèæàéøèõ ê ìåäèàíå ýëåìåíòîâ çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Ðåøèòü
äëÿ äâóõ ìåòðèê.

(a) Ïî ïîçèöèè â îòñîðòèðîâàííîì ìàññèâå.

𝑑(𝑥, median) = |pos(𝑥) − pos(median)|,

ãäå pos(𝑥) � ïîçèöèÿ ýëåìåíòà 𝑥 â îòñîðòèðîâàííîì ìàññèâå.

(b) Ïî çíà÷åíèþ.
𝑑(𝑥, median) = |𝑥− median|.

3. Äàíî äâà ìàññèâà 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛 è 𝑝1, 𝑝2, . . . 𝑝𝑚. Âòîðîé ìàññèâ îòñîðòèðîâàí. Íóæíî
çà 𝒪(𝑛 log𝑚) äëÿ êàæäîãî 𝑖 íàéòè 𝑝𝑖-óþ ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó â ìàññèâå 𝑎.
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5 Практика 5. Вероятности и бин. поиск

5.1 Класс

1. Ïóñòü 𝑋 � ÷èñëî âûïàäåíèé îðëà ïîñëå 𝑛 áðîñàíèé ôàëüøèâîé ìîíåòêè. Äîêà-
æèòå, ÷òî D [ 𝑋 ] = 𝑛𝑝𝑞.

5.2 Домашнее задание

Дедлайн: 13 октября, 23.59

1. Áèíàðíûé ïîèñê íà ìàññèâå

(a) Âûðàçèòü upper_bound äëÿ öåëûõ ÷èñåë ÷åðåç lower_bound.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ ñäåëàòü è lower_bound, è upper_bound îäíîâðåìåííî,
èñïîëüçóÿ â õóäøåì ñëó÷àå ìåíüøå ÷åì 2 log2 𝑛 + 𝒪(1) ñðàâíåíèé?

(c) Ñäåëàòü ïðåäïîäñ÷åò çà 𝒪(𝑛 log 𝑛), ÷òîáû çà 𝒪(log 𝑛) îòâå÷àòü íà çàïðîñ
�ñêîëüêî ðàç ÷èñëî 𝑥 âñòðå÷àåòñÿ íà îòðåçêå [𝑙..𝑟]�?

2. Ïîä F2 áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ: 0 è 1. Îïðåäåëèì äëÿ íèõ
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êàê îáû÷íûå ïî ìîäóëþ 2. Íàïðèìåð, 1 + 1 =
0. F𝑛

2 � ýòî âåêòîð ðàçìåðíîñòè 𝑛 íàä ïîëåì F2.

Îïðåäåëèì 𝑈(𝑆) êàê ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íàä ìíîæåñòâîì 𝑆. Ò.å. êàæäûé
ýëåìåíò 𝑆 ìîæåò âûïàñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

|𝑆| .

(a) Äîêàæèòå äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî 𝑎 ∈ F𝑛
2 ÷òî

Pr
𝑥←𝑈(F𝑛

2 )
[ 𝑎 · 𝑥 = 0 ] =

1

2

Ïðèìå÷àíèå. 𝑎 · 𝑥 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖 · 𝑥𝑖 ïî ìîäóëþ 2.

(b) Äàíû òðè ìàòðèöû 𝐴, 𝐵 è 𝐶 ðàçìåðíîñòè 𝑛 × 𝑛 íàä ïîëåì F2. Ïîñòðîéòå
àëãîðèòì, êîòîðûé ðàáîòàåò 𝑂(𝑛2) è

∙ âîçâðàùàåò 1, åñëè 𝐴 ·𝐵 = 𝐶 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1;

∙ âîçâðàùàåò 0, åñëè 𝐴 ·𝐵 ̸= 𝐶 ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 1
2
.

3. Åñòü òðè êîíòåéíåðà. Â îäíîì èç íèõ ëåæèò çîëîòîé øàð. Îáà äðóãèõ ïóñòû.
Ðàçðåøàåòñÿ îòêðûòü òîëüêî îäèí êîíòåéíåð. Âû ñåëè íà ïåðâûé ïîïàâøèéñÿ, è
â ýòîò ìîìåíò îòêðûëñÿ âòîðîé. Îí îêàçàëñÿ ïóñò. Åñòü ëè òåïåðü ðàçíèöà, êàêîé
êîíòåéíåð îòêðûâàòü? Îòâåò îáîñíîâàòü.
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6 Практика 6. Динамика

6.1 Домашнее задание

Дедлайн: 20 октября, 23.59

1. Íà áèëåòå åñòü 2𝑛 çíà÷íûé íîìåð. Áèëåò ñ÷èòàåòñÿ ñ÷àñòëèâûì, åñëè ñóììà ïåð-
âûõ 𝑛 öèôð ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ïîñëåäíèõ 𝑛 öèôð. Ïî çàäàíîìó ÷èñëó 𝑛 òðåáóåòñÿ
íàéòè ÷èñëî ñ÷àñòëèâûõ 2𝑛 çíà÷íûõ áèëåòîâ çà 𝑂(𝑛2). Ñ÷èòàòü, ÷òî ñòàíäàðòíûå
àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè âûïîëíÿþòèñÿ çà 𝑂(1).

2. Ñóäíî àòàêóþò ïèðàòû. Äëÿ êàæäîãî ïèðàòà èçâåñòíû åãî àçèìóò 𝑎𝑖 è âðåìÿ 𝑡𝑖,
÷åðåç êîòîðîå ïèðàò ïðèïëûâåò è ñîâåðøèò íåïîòðåáñòâî. Îäíàêî, ó ñóäíà åñòü
ëàçåðíàÿ ïóøêà, êîòîðîé îíî çàùèùàåòñÿ. Ó ïóøêè åñòü íà÷àëüíûé àçèìóò 𝑎 è
óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ 𝜔. Ïóøêà óíè÷òîæàåò âñå îáúåêòû, íà êîòîðûå îíà
ñåé÷àñ íàïðàâëåíà. Ïîìîãèòå ñóäíó îïðåäåëèòü ïîðÿäîê óíè÷òîæåíèÿ ïèðàòîâ çà
𝑂(𝑛2), ÷òîáû íå äîïóñòèòü íåïîòðåáñòâà.

3. Äàí òåêñò èç ñëîâ äëèíû 𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑛. Ïîðÿäîê ñëîâ ìåíÿòü íåëüçÿ. Õîòèì ñäåëàòü
êðàñèâûé àáçàö. Â êðàñèâîì àáçàöå äëèíà êàæäîé ñòðîêè ðîâíî 𝐿 (îñòàòîê çàïîë-
íÿåòñÿ ïðîáåëàìè). Ìåæäó êàæäîé ïàðîé ñëîâ ñòîèò õîòÿ áû îäèí ïðîáåë. Îáî-
çíà÷èì ÷èñëî ïðîáåëîâ â ñòðîêå 𝑖 ÷åðåç 𝑔𝑎𝑝𝑖. Íóæíî ñäåëàòü àáçàö ñ ìèíèìàëüíûì
çíà÷åíèåì

∑︀
𝑖 𝑔𝑎𝑝

3
𝑖 , ãäå ñóììà ïðîáåãàåòñÿ ïî âñåì ñòðîêàì ïîñòðîåííîãî àáçàöà.

Ðåøèòü çà 𝑂(𝑛 · 𝐿).

4. Åñòü òðè êîíòåéíåðà. Â îäíîì èç íèõ ëåæèò çîëîòîé øàð. Îáà äðóãèõ ïóñòû.
Ðàçðåøàåòñÿ îòêðûòü òîëüêî îäèí êîíòåéíåð. Âû ñåëè íà ïåðâûé ïîïàâøèéñÿ.
Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîò ìîìåíò îòêðîåòñÿ îäèí èç äâóõ äðóãèõ. Åñëè â îäíîì èç íèõ
åñòü çîëîòîé øàð, òî âòîðîé îòêðûâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝑝. Îòêðûëñÿ ïóñòîé.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî â êîíòåéíåðå, íà êîòîðîì âû ñèäèòå, åñòü çîëîòîé øàð?

Ðåøèòü â îáùåì ñëó÷àå, ïðè 𝑝 = 1 è 𝑝 = 1
2
.
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7 Практика 7. Динамика

7.1 Домашнее задание

Дедлайн: 27 октября, 23.59

1. Ñêîáî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî÷òè ïðàâèëüíàÿ, åñëè ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì íåêî-
òîðîé ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàéòè ÷èñëî ïî÷òè ïðàâèëüíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 𝑛. Ðåøèòü ÷åðåç äèíàìèêó çà êâàäðàò è íàïèñàòü ôîð-
ìóëó â ÿâíîì âèäå.

2. 𝑘-è÷íàÿ ñèñòåìà èñ÷åñëåíèÿ � ýòî ñèñòåìà, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò 𝑘 öèôð. Íàé-
äèòå êîëè÷åñòâî 𝑛-çíà÷íûõ ÷èñåë â 𝑘-è÷íîé ñèñòåìå, íå ñîäåðæàùèõ äâóõ íóëåé
ïîäðÿä çà 𝑂(𝑛). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòâåò ñ÷èòàåòñÿ ïî ìîäóëþ ìàëåíüêîãî ïðî-
ñòîãî ÷èñëà, ïîýòîó âñå ñòàíäàðòíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ çà
𝑂(1).

3. Øàáëîí äëÿ ñòðîêè ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, ? è *. Ìû ãîâîðèì,
÷òî ñòðîêà 𝑠 ïîäõîäèò ïîä øàáëîí 𝑝, åñëè ñóùåñòâóåò êàæäûé ? â øàáëîíå ìîæíî
çàìåíèòü íà áóêâó, à * íà âîçìîæíî ïóñòóþ ñòðîêó èç ëàòèíñêèõ áóêâ òàê, ÷òî
ðåçóëüòàò áóäåò ðàâåí 𝑠. Äëÿ ñòðîêè 𝑠 è øàáëîíà 𝑝 îïðåäåëèòå, ïîäõîäèò ëè ñòðîêà
ïîä øàáëîí çà 𝑂(|𝑠| · |𝑝|).

4. Âçâåøàííûé áèíàðíûé ïîèñê ýëåìåíòà 𝑥. Áèíàðíûé ïîèñê âçâåøåííûé, åñëè ñòî-
èìîñòü îáðàùåíèÿ ê 𝑖-ìó ýëåìåíòó ìàññèâà ðàâíà 𝑐𝑖 > 0. Ìû íå çíàåì ñàì ìàññèâ,
íå çíàåì 𝑥, êîòîðûé áóäåì èñêàòü, çíàåì òîëüêî ìàññèâ ñòîèìîñòåé 𝑐. Íóæíî çà
𝑂(𝑛3) íàéòè ñòîèìîñòü ïîèñêà ýëåìåíòà â õóäøåì ñëó÷àå. Âíóòðè áèíàðíîãî ïîèñ-
êà íå îáÿçàòåëüíî ñðàâíèâàòü ñ ñåðåäèíîé, ìû ñàìè âûáèðàåì ýëåìåíò, ñ êîòîðûì
ñðàâíèâàòü.

5. Äàíà ñòðîêà 𝑠 èç öèôð 0 è 1. Ñòðîêà ñâîáîäíà îò 𝑠 åñëè íå ñîäåðæèò 𝑠 â êà÷åñòâå
ïîäñòðîêè. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî ñòðîê, ñâîáîäíûõ îò 𝑠, äëèíû 𝑛 èç öèôð 0 è
1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòâåò ñ÷èòàåòñÿ ïî ìîäóëþ ìàëåíüêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà,
ïîýòîó âñå ñòàíäàðòíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ çà 𝑂(1). Âðåìÿ:

(a) 𝑂(|𝑠|3 + |𝑠| · 𝑛);

(b) 𝑂(|𝑠| · 𝑛).
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8 Практика 8. Динамика

8.1 Практика

1. Îïåðàöèè ñ áèòàìè

(a) Äàíî 𝑤-áèòíîå ÷èñëî, çà 𝒪(1), ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî ñòåïåíüþ äâîé-
êè.

(b) Äàíî 𝑤-áèòíîå ÷èñëî, çà 𝒪(1), ïðîâåðèòü, ïðàâäà ëè, ÷òî â áèòîâîé çàïèñè
íèêàêèå äâå åäèíèöû íå èäóò ïîäðÿä.

(c) Äàíî 𝑤-áèòíîå ÷èñëî, çà 𝒪(log𝑤) íàéòè ñòàðøèé åäèíè÷íûé áèò.

(d) Äàíî 𝑤-áèòíîå ÷èñëî, çà 𝒪(log𝑤) ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî åäèíè÷íûõ áèò.

(e) Äàíî 𝑤-áèòíîå ÷èñëî, íàéòè ìëàäøèé åäèíè÷íûé áèò áûñòðåå ÷åì 𝒪(𝑤).

2. Çàäà÷è ïðî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå

(a) Ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïàðîñî÷åòàíèé

(b) Íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïî âåñó ïàðîñî÷åòàíèå

8.2 Домашнее задание

Дедлайн: 10 ноября, 23.59

1. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà âåðøèí â ãðàôå ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ïîä-
ìíîæåñòâ. a) 𝑂(3𝑛); b) 𝑂(2𝑛 · 𝑛); c) 𝑂(2𝑛).

2. Äàí äâóäîëüíûé ãðàô, â ïåðâîé äîëè 𝑚 ≤ 15 âåðøèí, âî âòîðîé 𝑛 ≤ 1000 âåðøèí.
Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ñ÷èòàåò êîëè÷åñòâî ïàðîñî÷åòàíèé, ïîêðûâàþ-
ùèõ âñå 𝑚 âåðøèí ïåðâîé äîëè.

3. Äàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïîñ÷èòàòü çà 𝑂*(2𝑛) êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âñå âåð-
øèíû ãðàôà ðàçáèòü íà öèêëû. Êàæäàÿ âåðøèíà äîëæíà ëåæàòü ðîâíî â îäíîì
öèêëå. Ðàçáèåíèÿ íà öèêëû ðàçëè÷íû, åñëè ðàçëè÷íû ìíîæåñòâà èñïîëüçîâàííûõ
ðåáåð. (𝑂* � ýòî êàê 𝑂, òîëüêî âìåñòî êîíñòàíòû ìîæåò áûòü ïîëèíîì).

4. Âàñå äàëè êîñòü íà 𝑑 ãðàíåé. Íà ãðàíÿõ íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 𝑑. Êàæäàÿ ãðàíü
âûïàäàåò ðàâíîâåðîÿòíî. Âàñÿ ìîæåò êèíóòü êîñòü íå áîëåå 𝑛 ðàç. Âûèãðûø Âàñè
� ðåçóëüòàò ïîñëåäíåãî áðîñêà. Âàñÿ æåëàåò âûèãðàòü êàê ìîæíî áîëüøå. Íàéòè
ìàò. îæèäàíèå âûèãðûøà, åñëè Âàñÿ èãðàåò îïòèìàëüíî. Âðåìÿ 𝑂(𝑛).
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