
1 Суммы, циклы

1.1 Теория

Арифметическая прогрессия
𝑏∑︀

𝑛=𝑎

𝑛 = (𝑏+𝑎)(𝑏−𝑎+1)
2

𝑎∑︀
𝑛=1

𝑛 = 𝑎(𝑎+1)
2

Геометрическая прогрессия
𝑛∑︀

𝑘=0

𝑞𝑘 = 𝑞𝑛+1−1
𝑞−1

Ïðè −1 < 𝑞 < 1:
∞∑︀
𝑘=0

𝑞𝑘 = −1
𝑞−1

= 1
1−𝑞

Åñëè 𝑞 = 1
1+𝜀

: 1 − 𝑞 = 𝜀
1+𝜀

≈ 𝜀 ⇒
∞∑︀
𝑘=0

(1 + 𝜀)−𝑘 ≈ 1
𝜀
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⌊log2 𝑛⌋ ⇒

𝑛∑︀
𝑘=1

1
𝑘

= Θ(log 𝑛)

Про интегралы Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:
𝑏∫︀
𝑎

𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

Ïðèìåð: ln′(𝑛) = 1
𝑛
⇒

𝑛∫︀
1

1
𝑥
𝑑𝑥 = ln𝑛− ln 1 = ln𝑛

𝑏∫︀
𝑎

[︂
min

𝑦∈[𝑎..𝑏]
𝑓(𝑦)

]︂
𝑑𝑥 ≤

𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤
𝑏∫︀
𝑎

[︂
max
𝑦∈[𝑎..𝑏]

𝑓(𝑦)

]︂
𝑑𝑥

Ïîýòîìó äëÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé 𝑓(𝑥) èìååì 𝑓(𝑎) ≥
𝑎+1∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝑎 + 1).

À äëÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé 𝑓(𝑥) èìååì 𝑓(𝑎) ≤
𝑎+1∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑎 + 1).

⌉𝑋(𝑛) =
𝑛∑︀

𝑖=1

1
𝑖
, çíà÷èò, 𝑋(𝑛) − 1

𝑛
=

𝑛−1∑︀
𝑖=1

1
𝑖
≥

𝑛∫︀
1

1
𝑥
𝑑𝑥 = ln𝑛 ≥

𝑛∑︀
𝑖=2

1
𝑖

= 𝑋(𝑛) − 1 ⇒

⇒ ln𝑛 + 1
𝑛
≤ 𝑋(𝑛) ≤ ln𝑛 + 1 ⇒ 𝑋(𝑛) = ln𝑛 + 𝒪(1)
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1.2 Задачи про суммы

1.
∞∑︀
𝑘=0

𝑛
2𝑘

= 𝑛 · 2

2.
∞∑︀
𝑘=0

𝑛
1.01𝑘

= 𝑛 · 101

3.
𝑛∑︀

𝑘=1

1
2𝑘−1

=
2𝑛∑︀
𝑘=1

1
𝑛
−

𝑛∑︀
𝑘=1

1
2𝑘

= 𝑋(2𝑛)− 1
2
𝑋(𝑛) = ln 2𝑛− 1

2
ln𝑛+𝑂(1) = ln

√
𝑛+𝑂(1)

4.
𝑛∏︀

𝑘=2

(1 − 𝑘−2) = 𝑛+1
2𝑛

5.
𝑛∏︀

𝑘=1

(2 · 4𝑘) = 2𝑛(𝑛+2)

1.3 Задачи про циклы for

Âî âñåõ çàäà÷àõ íóæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ �çà ñêîëüêî ðàáîòàåò�:

1. Íàéòè òàêèå 𝑎, 𝑏, 𝑐: 𝑎𝑏𝑐 = 𝑁 , 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = min. Ðåøåíèå:
1. for (a = 1; a <= N; a++)

2. for (b = 1; a * b <= N; b++)

3. c = N / a / b, ... ;

Îòâåò: 𝒪(𝑁 log𝑁)

2. Ïîèñê äåëèòåëåé áåç äåëåíèÿ
1. b = N;

2. for (a = 1; a * a <= N; a++) {

3. while (a * b > N)

4. b--;

5. if (a * b == N)

6. printf("%d %d∖n", a, b);

7. }

Îòâåò: 𝒪(𝑁)

3. Åùå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è (1)
1. for (a = 1; a * a * a <= N; a++)

2. for (b = 1; b * b <= N; b++)

3. c = N / a / b, ... ;

Îòâåò: 𝒪(𝑁1/2𝑁1/3) = 𝒪(𝑁5/6)

4. (*) È åùå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è (1)
1. for (a = 1; a * a * a <= N; a++)

2. for (b = a; a * b * b <= N; b++)

3. c = N / a / b, ... ;

Îòâåò: 𝒪(𝑁2/3)
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1.4 Домашнее задание

Дедлайн: 23.59 15 сентября

Äàéòå îáîñíîâàíèå óêàçàííûì îöåíêàì.

1. Ïðî ñòðîêè

1. for (a = 1; a < n; a++)

2. for (b = 0; b < n; b += a)

3. ;

Îòâåò: 𝒪(𝑁 log𝑁)

2. Partition

1. a = 1, b = n;

2. while (a < b) {

3. while (x[a] < M && a <= b) a++;

4. while (x[b] > M && a <= b) b--;

5. if (a <= b) swap(x[a++], x[b--]);

6. }

Îòâåò: 𝒪(𝑁)
Äîïîëíèòåëüíûé âîïðîñ: ÷òî äåëàåò ýòîò êîä?

3. Ëîãàðèôìû

1. while (a >= 2)

2. a = sqrt(a);

Îòâåò: 𝒪(log log𝑁) Äîïîëíèòåëüíûé âîïðîñ: à åñëè áû âìåñòî 2 áûëî áû 1?

4. Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà

1. for (p = 2; p < n; p++)

2. if (min_divisor[p] == 0) // is prime

3. for (x = p + p; x < n; x += p)

4. if (min_divisor[x] == 0)

5. min_divisor[x] = p;

Îòâåò: 𝒪(𝑁 log𝑁)

(*) Îòâåò: 𝒪(𝑁 log log𝑁) (ïîëüçóåìñÿ íå äîêàçàííûì ôàêòîì: 𝑝𝑛 ≈ 𝑛 ln𝑛)

5. Ïåðåñòàíîâêè è öèêëû

1. for (i = 0; i < n; i++)

2. if (used[i] == 0)
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3. for (j = i; used[j] == 0; j = (j*17+2) % n)

4. used[j] = 1;

Îòâåò: 𝒪(𝑁)

1.
∞∑︀
𝑘=1

𝑘
2𝑘

2.
∞∑︀
𝑘=1

𝑘2

2𝑘

3. Äîêàæèòå, ÷òî
𝑛∑︀

𝑘=1

1
𝑘3/2

= 𝒪(1)

4. (*)
∞∑︀
𝑘=1

𝑘3/2

2𝑘
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2 Практика 2. Элементарные структуры данных

2.1 Практика

1. Äàíà ïîñëåîäâàòåëüíîñòü ÷èñåë 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛 è ÷èñëî 𝑆. Âñå ÷èñëà ïîëîæè-
òåëüíûå öåëûå. Òðåáóåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ íàéòè ïîäîòðåçîê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òàêîé, ÷òî ñóììà åãî ýëåìåíòîâ

∑︀𝑟
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 = 𝑆. Âðÿìÿ � 𝑂(𝑛).

2. Äàíà ïîñëåîäâàòåëüíîñòü ÷èñåë 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛. Âñå ÷èñëà öåëûå. Òðåáóåòñÿ çà
ëèíåéíîå âðåìÿ íàéòè ïîäîòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêîé, ÷òî ñóììà åãî
ýëåìåíòîâ

∑︀𝑟
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 ìàêñèìàëüíà. Âðÿìÿ � 𝑂(𝑛).

3. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë: 𝑥1 = 𝑎, 𝑥𝑖+1 = 𝑓(𝑥𝑖), íàéòè ñ 𝑂(1) äîïîëíè-
òåëüíîé ïàìÿòè äëèíó ïåðèîäà 𝑇 è ïðåäïåðèîäà 𝐿 çà âðåìÿ 𝒪(𝐿 + 𝑇 ).

4. ×àñòè÷íûå ñóììû:

(a) Ìíîãî ðàç ñäåëàòü += íà îòðåçêå, â êîíöå îäèí ðàç âûâåñòè ìàññèâ.

(b) Ñïåðâà ìíîãî ðàç += íà îòðåçêå, çàòåì ìíîãî ðàç �ñóììà íà îòðåçêå�.

(c) Â êàæäîé öåëîé òî÷êå 𝑥 ÷èñëîâîé ïðÿìîé åñòü 𝑓 [𝑥], èçíà÷àëüíî ðàâíàÿ
íóëþ. Òå æå çàïðîñû, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Êîîðäèíàòû çàïðîñîâ
öåëûå îò 0 äî 1018.

2.2 Домашнее задание

Дедлайн: 22 сентября, 23.59

1. Çàäà÷è íà ñòåê.

(a) Â ìàññèâå íàéòè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà áëèæàéøèé ìåíüøèé ñðåäè ñî-
ñåäåé ñëåâà è ñïðàâà çà 𝑂(𝑛).

(b) Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛 íàéòè ïîäîòðåçîê, íà êîòîðîì ìàê-
ñèìèçèðóåòñÿ çíà÷åíèå (𝑟 − 𝑙 + 1) · min𝑖∈[𝑙,𝑟] 𝑎𝑖, çà 𝑂(𝑛).

(c) Äàíà ìàòðèöà èç íóëåé è åäèíèö. Íàéòè íàèáîëüøèé ïî ïëîùàäè ïîä-
ïðÿìîóãîëüíèê, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç íóëåé çà 𝑂(𝑛2).

2. Äàí ìàññèâ èç 2𝑛 ÷èñåë. Íàéòè ìèíèìàëüíîå И ìàêñèìàëüíîå çà 3𝑛 − 2
ñðàâíåíèÿ.

3. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ ïðèâåäèòå êîä íà C++. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äîëæíî
áûòü ëèíåéíî. Ìíîæåñòâî è ìóëüòèìíîæåñòâî ìîæíî õðàíèòü â âèäå îòñîð-
òèðîâàííîãî ìàññèâà. Äàíû äâà ìíîæåñòâà 𝐴 è 𝐵 â îòñîðòèðîâàííîì âèäå,
çà 𝒪(|𝐴| + |𝐵|) ïîñòðîèòü â òàêîì æå âèäå èõ

(a) ïåðåñå÷åíèå. Ïðèìåð: {1, 2, 3} ∩ {2, 4} = {2}.
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(b) ðàçíîñòü. Ïðèìåð: {1, 2, 3} ∖ {2, 4} = {1, 3}.
(c) îáúåäèíåíèå. Ïðèìåð: {1, 2, 3} ∪ {2, 4} = {1, 2, 3, 4}.

P.S. Åñëè âû ïèøåòå â LATEX, ïîïðîáóéòå çàîäíî ïàêåò ∖usepackage{minted}.
Â dropbox Ñåðåæè Êîïåëèîâè÷à åñòü ïðèìåð. Çà ïîäðîáíîé ñïðàâêîé ìîæíî
îáðàùàòüñÿ ê íåìó è Äèìå Ëàïøèíó.
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