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1 Разделение секрета

Теорема 1.1 (Csirmaz’94). Существуют структуры доступа Γ на 𝑛 участниках,

такие что для любой схемы разделения секрета max𝑖
𝐻(𝑆𝑖)
𝐻(𝑆0)

≥ Ω(𝑛/ log 𝑛).

Доказательство. Выберем 𝑛 и 𝑘 такие, что 𝑛 = 2𝑘 + 𝑘 + 1, и два множества участ-
ников

𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘},
𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏2𝑘−1}.

Для определения структуры доступа нам потребуются два семейства множеств.
Пусть {𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴2𝑘−1} — это все подмножества 𝐴, причём 𝐴0 = 𝐴 и для лю-
бых 𝑖 < 𝑗 выполняется 𝐴𝑖 ̸⊆ 𝐴𝑗 (например, можно их упорядочить по уменьшению
размера). Построим множества {𝐵0, 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵2𝑘−1} следующим образом: 𝐵0 = ∅,
𝐵𝑖 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑖}. Теперь мы готовы определить структуру доступа Γ: Γ = {𝑈𝑖}2

𝑘−1
𝑖=0 ,

где 𝑈𝑖 = 𝐴𝑖 ∪𝐵𝑖.
Как и в предыдущих утверждениях обозначим 𝐻(𝑆0) за ℎ. В дальнейших рас-

суждениях мы будем использовать следующую нотацию: под энтропией некоторо-
го множества участников 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑡} ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵, мы будем понимать эн-
тропию секретов, которые принадлежат участникам этого множества, т.е. 𝐻(𝑋) =
𝐻(𝑆𝑥1 , 𝑆𝑥2 , . . . , 𝑆𝑥𝑡).

Лемма 1.1. Для 𝑖 = {0, 1, 2, . . . , 2𝑘 − 2}

𝐻(𝐴 ∪𝐵𝑖) −𝐻(𝐵𝑖) ≥ 𝐻(𝐴 ∪𝐵𝑖+1) −𝐻(𝐵𝑖+1) + ℎ.

Упражнение 1.1. Покажите, что из леммы 1.1 следует, что 𝐻(𝐴) ≥ (2𝑘 − 1) ·ℎ.

Упражнение 1.2. Докажите, что из предыдущего упражнения следует теорема.

Осталось доказать лемму 1.1.

Доказательство леммы 1.1. Докажем два неравенства:

1. 𝐻(𝐴𝑖+1 ∪𝐵𝑖) + 𝐻(𝐵𝑖+1) ≥ 𝐻(𝐴𝑖+1 ∪𝐵𝑖+1) + 𝐻(𝐵𝑖).

2. 𝐻(𝐴 ∪𝐵𝑖) + 𝐻(𝐴𝑖+1 ∪𝐵𝑖+1) ≥ 𝐻(𝐴 ∪𝐵𝑖+1) + 𝐻(𝐴𝑖+1 ∪𝐵𝑖) + ℎ.

Упражнение 1.3. Из двух неравенств выше получите утверждение леммы.
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Упражнение 1.4. Докажите неравенство 1. [Hint: 𝐼(𝑥 : 𝑦 | 𝑧) ≥ 0.]

Упражнение 1.5. Докажите второе неравенство аналогично лемме 5.3 из кон-
спекта лекций(конспект скоро появится если еще не). Рассмотрите условное рас-
пределение при известном 𝐴? ∪𝐵?(подставьте вместо вопросиков нужное).

Упражнение 1.6. Соберите доказательство теоремы из леммы и упражнений
(записывать не надо).

2 Другие задачи

Упражнение 2.1. Доказать, что для любой схемы разделения секреты для этой
структуры max𝑖

𝐻(𝑆𝑖)
𝐻(𝑆0)

≥ 3/2.

1 2 3 4

Упражнение 2.2. Случайные функции 𝑎 и 𝑏 принимают значения в 3-элементном
множестве, и 𝑎 = 𝑏 с вероятностью 2/3. Докажите, что 𝐻(𝑎 | 𝑏) ≤ 4

3
. [Hint: Чуть

улучшите неравенство, которое напрашивается быть здесь примененным.]
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