
Äîìàøíåå çàäàíèå íà 20.04

Çàäà÷ íà çà÷åò: 4.

1. Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîëíûõ ïëîñêèõ êîðíåâûõ áèíàðíûõ äåðåâüåâ (ò.å. äåðåâüåâ, ó êîòîðûõ ëþáàÿ
âåðøèíà èìååò ëèáî ðîâíî äâóõ ïîòîìêîâ, ëèáî íè îäíîãî) ñ (n+1)-ì ëèñòîì ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà Cn.

2. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ðîâíî îäèí öèêëè÷åñêèé ñäâèã ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàêîé, ÷òî âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû
a1, a1 + a2, . . . , a1 + a2 + . . .+ an ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû

3. Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà Êàòàëàíà óäîâëåòâîðÿþò ôîðìóëå
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n

)
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4. Ðàññìîòðèì ñêîáî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå èç n îòêðûâàþùèõñÿ è n − k çàêðûâàþùèõñÿ
ñêîáîê è òàêèå, ÷òî ïîñëå äîïèñûâàíèÿ ê íèì ñïðàâà k çàêðûâàþùèõñÿ ñêîáîê îíè ñòàíîâÿòñÿ ïðàâèëü-
íûìè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå k = 0 ìû ïîëó÷àåì ïðàâèëüíûå ñêîáî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîäñ÷èòàòü
êîëè÷åñòâî âñåõ òàêèõ ñêîáî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

5. ×èñëà Äåëàííîÿ D(m,n) îïèñûâàþò êîëè÷åñòâî ïóòåé íà ïëîñêîñòè èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (m,n),
ñîñòîÿùèõ èç øàãîâ âèäà (0, 1), (1, 0) è (1, 1). Äîêàçàòü, ÷òî ýòè ÷èñëà â ñëó÷àå n ≥ m ðàññ÷èòûâàþòñÿ
ïî ôîðìóëå

D(m,n) =

m∑
k=0

(
m

k

)(
n+m− k

m

)
.

Ðèñ. 1

6. Ïîëèìèíî íàçûâàåòñÿ îáëàñòü íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé ëîìàíîé, èäó-
ùåé ïî ñòîðîíàì êëåòîê (ñì.ðèñ.1,a). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûå âûïóêëûå ïîëèìèíî, òî
åñòü ïîëèìèíî, ïåðèìåòð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïåðèìåòðîì åãî ìèíèìàëüíîãî îãðàíè÷èâàþùåãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà, òî åñòü ïðÿìîóãîëüíèêà ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà, ñîäåðæàùåãî ïîëèìèíî âíóòðè ñåáÿ (ñì.
ñèíþþ ïóíêòèðíóþ ëèíèþ íà ðèñ.1). Òàê, ïîëèìèíî, ïîêàçàííûé íà ðèñ.1,a, âûïóêëûì íå ÿâëÿåòñÿ. Íà
ðèñ.1,b ïîêàçàí âûïóêëûé ïîëèìèíî.

Ïîëèìèíî íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì âûïóêëûì ïîëèìèíî, åñëè îí ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí
èç óãëîâ ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî îãðàíè÷èâàþùåãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Åñëè îí ñîäåðæèò îáà íèæíèõ óãëà
ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî îãðàíè÷èâàþùåãî ïðÿìîóãîëüòèêà, òî ïîëèìèíî íàçûâàåòñÿ ñòåêîâûì (ñì.ðèñ.1,b).
Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñòåêîâûõ ïîëèìèíî ñ ïåðèìåòðîì 2n+ 2 ðàâíî ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è F2n−2.

7. Ïîëèìèíî íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììíûì, åñëè åãî ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ ëî-
ìàíûõ, èäóùèõ âïðàâî è/èëè ââåðõ èç îáùåãî ëåâîãî íèæíåãî êîíöà â îáùèé ïðàâûé âåðõíèé êîíåö
(ñì.ðèñ.1,c). Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïàðàëëåëîãðàììíûõ ïîëèìèíî ñ ïåðèìåòðîì 2n+ 2 ðàâíî ÷èñëó
Êàòàëàíà Cn.
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