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4 Òåîðèÿ ÷èñåë. 20

1 Ââåäåíèå.

1.1 Ôóíêöèè, ìíîæåñòâà, îòîáðàæåíèÿ, îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ: ∅,⊂,∪,∩, \,
⨿
,×.

Îïðåäåëåíèå 1 Ôóíêöèÿ � ýòî òðîéêà (X,Y,Γ), ãäå X è Y � ìíîæå-
ñòâà, à Γ � ïîäìíîæåñòâî â X × Y òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ Y , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (x, y) ∈ Γ. Ïðè
ýòîì X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, Y � ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé, à
Γ � ãðàôèêîì ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2 Îáðàç, ïðîîáðàç, ñóæåíèå, èíúåêöèÿ, ñþðúåêöèÿ, áèåêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3 Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1 Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà îòîáðàæåíèå g := x −→ Y ýêâè-
âàëåíòíû:

1. g áèåêòèâíî;

2. ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå g′ : Y −→ X, òàêîå, ÷òî
g ◦ g′ = idY , g

′ ◦ g = idX ;

3. g îáàäàåò ëåâûì è ïðàâûì îáðàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

1.2 Îòíîøåíèÿ. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4 Áèíàðíîå îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y � ïîä-
ìíîæåñòâî Z ⊆ X × Y .

Äëÿ (x, y) ∈ Z ÷àñòî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå xZy. Åñëè X = Y , òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíî îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå X.
Ïðèìåðû: <,6,≡, ãðàôèê ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 5 Áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼ íà X íàçûâàåòñÿ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. x ∼ x(ðåôëåêñèâíîñòü);

2. x ∼ y ⇐⇒ y ∼ x (ñèììåòðè÷íîñòü);

3. x ∼ y&y ∼ z =⇒ x ∼ z (òðàíçèòèâíîñòü);
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Ïóñòü ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X, à x ∈ X. Êëàññîì ýêâè-
âàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, ýêâèâà-
ëåíòíûõ x.

Ëåììà 1 • Äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî ñîâïàäàþò ëèáî íå ïåðåñå-
êàþòñÿ. Ìíîæåñòâî X ðàñïàäàåòñÿ íà äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

• Âñÿêîãî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà
åñòü ðàçáèåíèå íà êëàññû ïî íåêîòîðîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè êàæäûé ýëåìåíò x ëåæèò â ñâîåì
êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà
x. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî X = ∪x∈X x̄. Åñëè òåïåðü x̄ ∩ ȳ ̸= ∅ è z ∈ x̄ ∩ ȳ, òî
x ∼ z, y ∼ z è, â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè x ∼ y, îòêóäà x̄ = ȳ. Çíà÷èò ðàçëè÷íûå
êëàññû íå ïåðåñåêàþòñÿ. �
Îïðåäåëåíèå 6 Ôàêòîðìíîæåñòâîì X/ ∼ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7 • ×àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ
îòíîøåíèå 4, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X:

� x 4 x (ðåôëåêñèâíîñòü);

� x 4 y&y 4 x =⇒ x = y (àíòèñèììåòðè÷íîñòü)

� x 4 y&y 4 z =⇒ x 4 z (òðàíçèòèâíîñòü).

Ïðèìåðû: 6 íà R, ⊆ íà ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, äåëèìîñòü â
N, îòíîøåíèå 6 íà C([0, 1]), ãäå f 6 g ⇐⇒ f(x) 6 g(x), ∀x ∈ [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 8 • Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ X èëè x 4 y èëè y 4 x.

• Ýëåìåíò M ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûì ýëåìåíòîì, åñëè

∀a ∈ A(a > M =⇒ a = M).

• Ýëåìåíò m ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ íàè-
áîëüøèì ýëåìåíòîì, åñëè ∀a ∈ A : a 6 m.

Íàèáîëüøèé ýëåìåíò âñåãäà ìàêñèìàëåí. Ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò
áûòü ìíîãî, à íàèáîëüøèé ýëåìåíò, åñëè ñóùåñòâóåò, òî îïðåäåëåí îäíîçíà÷-
íî. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íàèìåíüøèé è ìèíèìàëüíûé ýëåìåíòû.
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Îïðåäåëåíèå 9 Ïóñòü X � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è
Y ⊆ X. Ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ïîäìíîæåñòâà Y ,
åñëè y 6 x äëÿ âñåõ y ∈ Y .

Ëåììà 2 Ëåììà Öîðíà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ëþáîå ëèíåéíî óïîðÿäî-
÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èìååò âåðõðþþ ãðàíü, ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëå-
ìåíò.

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ M îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî óïîðÿäî÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà èç M åñòü ñíîâà
ìíîæåñòâî èç ýòîãî ñåìåéñòâà. Òîãäà M ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîå ìíî-
æåñòâî.

Ïðèìåðû:

2 Òåîðèÿ ãðóïï.

Âñòóïëåíèå. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, à ⋆ : X ×X −→ X � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ
íà X. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. ∀x, y, z ∈ X : (x ⋆ y) ⋆ z = x ⋆ (y ⋆ z) (àññîöèàòèâíîñòü).

2. ∃e ∈ X : ∀x ∈ X : e ⋆ x = x ⋆ e = x (e íàçûâàåòàñÿ íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì).

3. ∀x ∈ X∃x′ ∈ X : xx′ = x′x = e (x′ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì îáðàòíûì ê x).

4. ∀x, y ∈ X : x ⋆ y = y ⋆ x (êîììóòàòèâíîñòü).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé X −→ X, åãî ýëåìåíòû ìîæíî óìíîæàòü ñ ïîìîùüþ êîìïî-

çèöèè è òàêîå óìíîæåíèå áóäåò àññîöèàòèâíî è îáàäàåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì (òîæäåñòâåííîå îòîáðà-

æåíèå). ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå îáëàäàåò îáðàòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

2.1 Ïîëóãðóïïû, ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 10 Ìíîæåñòâî X ñ îïåðàöèåé ⋆ íàçûâàåòñÿ

• ïîëóãðóïïîé, åñëè ⋆ àññîöèàòèâíà;

• ìîíîéäîì, åñëè ⋆ àññîöèàòèâíà è ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò;

• ãðóïïîé, åñëè ⋆ àññîöèàòèâíà, ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò è ó
êàæäîãî ýëåìåíòà åñòü îáðàòíûé.

• àáåëåâîé ãðóïïîé, åñëè X ãðóïïà è ⋆ êîììóòàòèâíà.
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Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà:

Ëåììà 3 1. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò åäèíñòâåííåí.

2. Åñëè îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà è îáëàäàåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì, òî
ýëåìåíò, îáðàòíûé ê äàííîìó, åäèíñòâåííûé.

3. Åñëè â ìîíîèäå ýëåìåíòû x è y îáðàòèìû, òî xy òîæå îáðàòèì, ïðè-
÷åì (xy)−1 = y−1x−1.

4. Ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ìîíîèäà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî:

1. e = ee′ = e′.

2. Ïóñòü y è y′ � îáðàòíûå ê x, òîãäà y′ = y′e = y′(xy) = (y′x)y = ey = y.

�

2.1.1 Ïðèìåðû:

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé X −→ X ÿâëÿåò-
ñÿ ìîíîéäîì. Â ñèëó ëåììû ìíîæåñòâî åãî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ìíîæåñòâà
X.

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå 11 X � ìíîæåñòâî. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ìíîæåñòâà
X:
S(X) � ìíîæåñòâî áèåêöèé X −→ X ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè. Åñëè
X = {1, . . . , n}, òî S(X) îáîçíà÷àåòñÿ Sn è íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïîé ïîðÿäêà n.

Çàïèñü ïåðåñòàíîâîê. Öèêëè÷åñêàÿ çàïèñü ïåðåñòàíîâîê. Òðàíñïîçèöèÿ �
öèêë äëèíû 2.

Îïðåäåëåíèå 12 Ïóñòü σ ∈ Sn. Èíâåðñèåé íàçûâàåòñÿ ïàðà
(i, j), 1 6 i < j 6 n, òàêàÿ, ÷òî σ(i) > σ(j). ×åòíîñòü êîëè÷åñòâà
èíâåðñèé íàçûâàåòñÿ ÷åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè σ.

Ïðèìåðû:

1. Z,Q∗,Q∗
>0;

2. ÷åòíûå öåëûå ÷èñëà, öåëûå ÷èñëà, êðàòíûå òðåì;
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3. {1,−1};

4. Ïîâîðîòû ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè P è îòðàæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó P .

5. Ïóñòü G � ãðóïïà, S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé
M(S,G) èç S â G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé; äëÿ ëþáûõ äâóõ îòîáðàæåíèé
f, g : S −→ G îïðåäåëåèì

(fg)(x) := f(x)g(x).

Åñëè G àáåëåâà, òî òàêîâà æå è M(S,G).

Îïðåäåëåíèå 13 äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå
Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, G � ìîíîéä. Äåéñòâèå G íà X(ñëåâà) � îòîá-

ðàæåíèå

G×X −→ X

(g, x) 7→ gx,

òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ g, h ∈ G, x ∈ X

• (gh)x = g(hx);

• ex = x.

Ïóñòü G � ãðóïïà. Òîãäà äëÿ êàæäîãî g ∈ G îòîáðàæåíèå G × X −→ X

èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå Tg : X −→ X, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé Tg(x) = gx.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäîå Tg åñòü ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà X.

2.2 Ïîäãðóïïû. Ïðîñòåéøèå êîíñòðóêöèè.

Îïðåäåëåíèå 14 Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ
ïîäãðóïïîé, åñëè ab, a−1 ∈ H äëÿ ëþáûõ a, b ∈ H.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäãðóïïà îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò è ñàìà
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî òîé æå îïåðàöèè. Åñëè H ïîäãðóïïà G, òî
ïèøóò H 6 G.
Â ëþáîé ãðóïïå åñòü äâå òðèâèàëüíûå ïîäãðóïïû: ñàìà ãðóïïà è ìíîæåñòâî

ñîñòîÿùåå èç îäíîãî íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà.
Äëÿ ïîäìíîæåñòâ X è Y ãðóïïû G áóäåì îáîçíà÷àòü

XY = {xy|x ∈ X, y ∈ Y }, X−1 = {x−1|x ∈ X}.

Ëåììà 4 Ïóñòü G � ãðóïïà. Ïîäìíîæåñòâî H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H âìåñòå ñ ëþáûìè ýëåìåíòàìè a, b ∈ H
ñîäåðæèò è ýëåìåíò ab−1.
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Ïðèìåðû: 1) 4Z < 2Z < Z < Q;
2) An < Sn;
3) Ïóñòü Y ⊂ X, òîãäà ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç S(X) îñòàâëÿþùåå íà
ìåñòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y , îáðàçóåò ïîäãðóïïó ãðóïïû S(X).

Îïðåäåëåíèå 15 Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G. Ïîäãðóïïîé, ïî-
ðîæäåííîé ìíîæåñòâîì X, íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ ïîäãðóïïà â G, ñîäåð-
æàùàÿ X.

Ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì X, îáîçíà÷àåòñÿ ⟨X⟩. Òàê êàê ïåðå-
ñå÷åíèå ïîäãðóïï ñíîâà ïîäãðóïïà, òî ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ X, âñåãäà
ñóùåñòâóåò è

⟨X⟩ =
∩

X⊂H6G

H.

Ëåììà 5 ⟨X⟩ ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà x1 . . . xk, ãäå k � íåêîòîðîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à xi ∈ X ∪X−1.

2.2.1 Ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îäíèì ýëåìåíòîì; ïîðÿäîê ýëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 16 Ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îäíèì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ
öèêëè÷åñêîé. Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì a íàçûâàåòñÿ
ïîðÿäêîì ýëåìåíòà a.

ßñíî, ÷òî ⟨a⟩ = {ai|i ∈ Z}. Åñòü äâå âîçìîæíîñòè. Ëèáî âñå ñòåïåíè ai ðàçëè÷-
íû è òîãäà ⟨a⟩ áåñêîíå÷íà, ëèáî îíè ïîâòîðÿþòñÿ, ò.å. ak = al, k, l ∈ N, k > l.
Íî òîãäà ak−l = e. Ïîêàæåì, ÷òî ord a = min{n|an = e, n > 0}. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âñå ñòåïåíè a0, a, . . . , an−1 ðàçëè÷íû è am = am mod n, ïîýòîìó
⟨a⟩ = {a0, a, . . . , an−1}.

2.3 Ãîìîìîðôèçìû, ÿäðî è îáðàç ãîìîìîðôèçìà.

Îïðåäåëåíèå 17 Ïóñòü (G, ⋆) è (H, ·) � ãðóïïû. Ôóíêöèÿ f : G −→ H
íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè f(a ⋆ b) = f(a) · f(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 18 ßäðî ãîìîìîðôèçìà Ker f = f−1(e); îáðàç ãîìîìîðôèçìà
Im f = {f(x)|x ∈ G}.
Ìîíîìîðôèçì � èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì, ýïèìîðôèçì � ñþðúåêòèâíûé
ãîìîìîðôèçì, èçîìîðôèçì � áèåêòèâíûé èçîìîðôèçì.

Ëåììà 6 Åñëè f : G −→ H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, òî f(eG) = eH è
f(x−1) = (f(x))−1 äëÿ ëþáîãî x ∈ G.
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Ëåììà 7 Ïóñòü f : G −→ H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, g ∈ G, à h = f(g).
Òîãäà f−1(h) = gKer f .
Ãîìîìîðôèçì èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ÿäðî ñîñòîèò èç
îäíîãî ýëåìåíòà.

Òåîðåìà 1 Òåîðåìà Êýëè
Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü G � ãðóïïà, |G| = n è G = {x1, . . . , xn}. Ïîñòàâèì
ýëåìåíòó g ∈ G â ñîîòâåòñòâèå ïîäñòàíîâêó σg ∈ Sn òàêóþ, ÷òî xig = xσ(i).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî σg ∈ Sn è ïîëó÷åííîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ ìîíî-
ìîðôèçìîì. �

2.4 Ñìåæíûå êëàññû, òåîðåìà Ëàãðàíæà.

Îïðåäåëåíèå 19 Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â ãðóïïå G. Ëåâûé ñìåæíûé êëàññ
ãðóïïû G ïî H � ýòî ïîäìíîæåñòâî â G âèäà aH, ãäå a ∈ G. Ýëåìåíò
a íàçûâàþò ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà aH. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå
ñìåæíûå êëàññû. G/H � ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ. H\G
� ïðàâûõ.

Îïðåäåëèì a ≡ b mod H ⇐⇒ a ∈ bH ⇐⇒ b−1a ∈ H ⇐⇒ aH = bH.

Ëåììà 8 1. Ñðàâíèìîñòü ïî ìîäóëþ H ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Äâà ñìåæíûõ êëàññà ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ.

2. Ìíîæåñòâà G/H è H\G ðàâíîìîùíû, ò.å. ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè êîëè÷åñòâî ëåâûõ èëè ïðàâûõ ñìåæíûõ
êëàññîâ êîíå÷íî, òî |G/H| = |H\G|.

3. Ëþáûå äâà ñìåæíûõ êëàññà ðàâíîìîùíû, ò.å. ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè îíè êîíå÷íû, òî îíè ñîäåðæàò îäèíàêîâîå
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî:

1. (a) ðåôëåêñèâíîñòü: a = ae ∈ aH.

(b) ñèììåòðè÷íîñòü: a ∈ bH =⇒ ∃h ∈ H : a = bh =⇒ b = ah−1 ∈ aH.

(c) òðàíçèòèâíîñòü: ïóñòü a ∈ bH, b ∈ cH, òîãäà
a = bh, b = ch′, h, h′ ∈ H =⇒ a = chh′ ∈ cH.

2. Áèåêöèÿ G/H −→ H\G çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëó aH 7→ (aH)−1 = Ha−1.
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3. Îòîáðàæåíèå x 7→ ax èíäóöèðóåò áèåêöèþ H íà aH.

�
Êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ íàçûâàþò èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â G è îáî-

çíà÷àþò |G : H|.
Òåîðåìà 2 (òåîðåìà Ëàãðàíæà).
Åñëè H � ïîäãðóïïà êîíå÷íî ãðóïïû G, òî |G| = |H| · |G/H|.
Ïðèìåðû:

2.5 Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû, ôàêòîðãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 20 Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ g ∈ G
è h ∈ H èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå ghg−1 ∈ H. Â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ
gHg−1 ⊂ H.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

Ëåììà 9 Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

2. ∀g ∈ G : gH = Hg.

3. ∀g ∈ G : gHg−1 = H.

Ëåììà 10 Ïóñòü f : G −→ H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà
Im f 6 H, Ker f ▹ G.

Áîëåå òîãî, âñÿêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì íåêîòîðîãî ãîìî-
ìîðôèçìà.

Ôàêòîðãðóïïà Ïóñòü H ▹ G. Ïîëîæèì F = G/H è çàäàäèì îïåðàöèþ â
F ïî ôîðìóëå (xH) · (yH) = xyH. Òàê êàê H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
â G, òî ýòà îïåðàöèÿ çàäàíà êîððåêòíî. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü,
÷òî îïåðàöèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé x è y ñìåæíûõ êëàññîâ
xH è yH. Äåéñòâèòåëüíî, xhyh′ = xy(y−1hy)h′ ∈ xyH. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî îòíîñèòåëüíî ðàññìîòðåííîé îïåðàöèè F ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Ïîñòðîåííàÿ
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé G ïî H.
ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H 6 G ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì åñòåñòâåí-

íîãî ýïèìîðôèçìà (ïðîåêöèè)

G −→ G/H

g 7→ gH.

Ïðèìåð: Z/nZ, |Z : nZ| = n;
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2.6 Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü G,G′ è G” � ãðóïïû, f : G −→ G′ � ýïèìîðôèçì, à
g : G −→ G” � ãîìîìîðôèçì. Åñëè Ker f = Ker g, òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ìîíîìîðôèçì h : G′ −→ G” òàêîé, ÷òî g = h ◦ f . Åñëè g �
ýïèìîðôèçì, òî h � èçîìîðôèçì.

(ýòîé òåîðåìû íå áûëî íà ëåêöèÿõ)

Ñëåäñòâèå 2 (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï)
Ïóñòü f : G −→ G1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà Im f ∼= G/Ker f.

2.7 Ñîïðÿæåíèå ýëåìåíòîâ. Ðàçáèåíèå íà êëàññû ñîïðÿæåííîñòè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò a ñîïðÿæåí ñ ýëåìåíòîì b ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà
x, åñëè a = x−1bx. Èíîãäà äëÿ x−1bx èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå bx. Çàìåòèì,
÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà HG ⊂ H. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ G îòîáðàæåíèå
φx : a 7→ ax ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-

âèâàëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû ðàñïàäàåòñÿ íà
êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï ãðóï-
ïû G ðàñïàäàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï.

Çàìå÷àíèå 1 Â îòëè÷èå îò ñìåæíûõ êëàññîâ êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëå-
ìåíòîâ íå âñåãäà ðàâíîìîùíû.

Îïðåäåëåíèå 21 Íîðìàëèçàòîð ìíîæåñòâà M â ïîäãðóïïå H

NH(M) = {h|h ∈ H,Mh = M} = {h|h ∈ H, hM = Mh}.

Çàìå÷àíèå 2 Ëåãêî âèäåòü, ÷òî N(M) < H.
Íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû H â G ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G,
â êîòîðîé H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü M ïîäìíîæåñòâî, à H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà
ìîùíîñòü êëàññà ïîäìíîæåñòâ, ñîïðÿæåííûç ñ M ýëåìåíòàìè èç H, ðàâ-
íà |H : NH(M)|. Â ÷àñòíîñòè,

|aG| = |G : NG(a)|.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ áèåêöèÿ ìåæäó êëàññàìè ïîäìíî-
æåñòâ, ñîïðÿæåííûõ ñ M â H è ñìåæíûìè êëàññàìè ãðóïïû H ïî NH(M).
Îòîáðàçèì ìíîæåñòâî Mx â xNH(M) äëÿ x ∈ H. �
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2.8 Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n.

Èçó÷èì ïîäðîáíåå ñòðîåíèå ãðóïïû Sn.

1. Âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà îäíîçíà÷íî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâè-
ñèìûõ öèêëîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà öèêëîâ).

2. Ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì òðàíñïîçèöèé
(12), (23), . . . , (n− 1, n).

3. Ïîðÿäîê öèêëà äëèíû k ðàâåí k.

4. Åñëè öèêëû íåçàâèñèìû, òî îíè êîììóòèðóþò.

5. Åñëè ïîäñòàíîâêà σ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ
äëèí k1, . . . , kl, òî ordσ = lcm(k1, . . . , kl).

6. Äâà ýëåìåíòà Sn ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ðàçëîæåíèè
íà íåçàâèñèìûå öèêëû îíè ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî öèêëîâ êàæäîé
äëèíû, âêëþ÷àÿ è îäíîýëåìåíòíûå öèêëû.

2.9 Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Äèñêðåòíûé ëîãàðèôì.

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ î ïîðÿäêàõ ýëåìåíòîâ

Ëåììà 11 Ïóñòü ordg = n. Òîãäà

1. gm = e ⇐⇒ n|m.

2. gk = gl ⇐⇒ k ≡ l mod n.

Äîêàçàòåëüñòâî:

1. Ðàçäåëèì m íà n ñ îñòàòêîì:

m = qn+ r, 0 6 r < n.

Òîãäà

gm = (gn)q · gr = gr

gr = e ⇐⇒ r = 0

2. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî

gk = gl ⇐⇒ gk−l = e ⇐⇒ n|(k − l) ⇐⇒ k ≡ l mod n.

�
Ëåììà 12 Åñëè ordg = n, òî ord gk = n

(n,k).
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü d = (n, k), n = dn1, k = dk1, ò.å. (n1, k1) = 1. Òîãäà

(gk)m = e ⇐⇒ n|km ⇐⇒ n1|k1m ⇐⇒ n1|m.

Ñëåäîâàòåëüíî ord gk = n1.

�
Ñëåäñòâèå 3 ⟨gk⟩ = ⟨g⟩ ⇐⇒ (k, n) = 1.

Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 22 Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè îíà ïîðîæäàåòñÿ
îäíèì ýëåìåíòîì. Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò g ∈ G, ÷òî
G = ⟨g⟩ = {gn|n ∈ Z}.

Ïðèìåðû:Z, kZ;Z/nZ; Ãðóïïà âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.

Ëåììà 13 Ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû öèêëè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è H 6 G. Åñëè H = {e},
òî H, î÷åâèäíî, öèêëè÷åñêàÿ. Ïóñòü H ̸= {e}, òîãäà {n ∈ N|gn ∈ H} ̸= ∅.
Ïóñòü d � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî gd ∈ H. Ïîêàæåì,
÷òî H = ⟨gd⟩. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü gm ∈ H. Ïðåäñòàâèì m â âèäå
m = qd + r, 0 6 r < d. Òîãäà gr = gm(gqd)−1 ∈ H, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíè-
ìàëüíîñòè r åñëè r ̸= 0. Çíà÷èò, r = 0 è âñå ýëåìåíòû H ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè
gd. �
Ñëåäñòâèå 4 Êàæäàÿ ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû Z èìååò âèä nZ äëÿ
íåêîòîðîãî n ∈ N0.

Òåîðåìà 5 Åñëè öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G áåñêîíå÷íà, òî îíà èçîìîðôíà Z.
Êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà Z/nZ, ãäå n � ïîðÿäîê G.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü G = ⟨g⟩. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

φ : Z −→ G

m 7→ gm.

(φ � ãîìîìîðôèçì, ò.ê. gk+l = gkgl, áîëåå òîãî φ � ýïèìîðôèçì, ò.ê. G
öèêëè÷åñêàÿ). Åñëè Kerφ = {0}, òî φ � èçîìîðôèçì. Åñëè Kerφ ̸= {0}, òî â
ñèëó ñëåäñòâèÿ 4 ïîëó÷àåì Kerφ = nZ, n ∈ N. Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå
G ∼= Z/Kerφ = Z/nZ. �
Ñëåäñòâèå 5 Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Òîãäà
äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ d|n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà d.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü d|n, òîãäà ïî ëåììå 12 ord gn/d = d, ò.å. ýëåìåíò
gn/d ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó ïîðÿäêà d. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ïîäãðóïïà
åäèíñòâåííàÿ. Ïóñòü H < G è |H| = d. Åñëè d = 1, òî H = {e} è äîêàçûâàòü
íå÷åãî. Ïóñòü d ̸= 1. Ïî ëåììå 13 ãðóïïà H öèêëè÷åñêàÿ, à çíà÷èò H = ⟨gm⟩.
Òîãäà â ñèëó ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷àíèé d = |H| = ord gm = n

(m,n) . Ñëåäî-

âàòåëüíî n
d |m, à çíà÷èò H = ⟨gm⟩ 6 ⟨gn/d⟩. Íî, òàê êàê |H| = d = |⟨gn/d⟩|, òî

H = ⟨gn/d⟩. �
Îïðåäåëåíèå 23 Ýëåìåíò ãðóïïû Z/nZ íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîð-
íåì ïî ìîäóëþ n åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ãðóïïû (Z/nZ)∗.

Ñëåäñòâèå 6 Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Òîãäà
äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ d|n â G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà H èí-
äåêñà d. Ôàêòîðãðóïïà G/H ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà d.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà H ïîðÿäêà n/d,
à èìåííî H = ⟨gd⟩. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî G/H = ⟨gH⟩, gd ∈ H. �
Çàìå÷àíèå 3 Ôàêòè÷åñêè ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Ïóñòü G = ⟨d⟩ � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è n = |G|.

1. Ïóñòü m|n. Òîãäà H = {g ∈ G|gm = 1} 6 G è |H| = m.

2. Ïóñòü H 6 G è m = |H|. Òîãäà m|H è H = {g ∈ G|gm = 1}.

2.9.1 Äèñêðåòíûé ëîãàðèôì.

Îïðåäåëåíèå 24 Ïóñòü G = ⟨d⟩ � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è n = |G|.
expd � èçîìîðôèçì Z/nZ −→ G, çàäàííûé ðàâåíñòâîì expd(a) = da. Äèñ-
êðåòíûé ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ d íà ãðóïïå G � îáðàòíûé èçîìîðôèçì
exp−1

d .

Ïóñòü Cn îáîçíà÷àåò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó èç n ýëåìåíòîâ.

2.10 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï. Ðàçëîæåíèå êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû

â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 25 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï G è H � G×H ñ îïåðàöèåé
(g, h)× (g1, h1) = (gg1, hh1).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ âûøå ñòðóêòóðà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü G � ãðóïïà è F,H 6 G. Òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýê-
âèâàëåíòíû:
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• G = FH, F ∩H = {1} è ∀f ∈ F, h ∈ H(fh = hf);

• îòîáðàæåíèå

F ×H −→ G

(f, h) 7→ fh,

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

f � ãîìîìîðôèçì ⇐⇒
⇐⇒ ∀f1, f2 ∈ F, h1, h2 ∈ H f1f2h1h2 = f1h1f2h2 ⇐⇒

⇐⇒ ∀f ∈ F, h ∈ Hfh = hf(f1 = e, h2 = e)

f� ñþðú ⇐⇒ ∀g ∈ G, g = fh ⇐⇒ G = FH

f � èíú ⇐⇒ ∀f1, f2 ∈ F, h1, h2 ∈ H (f1h1 = f2h2 =⇒ f1 = f2, h1 = h2) ⇐⇒
⇐⇒ F ∩H = {e}.

�

Çàìå÷àíèå 4 Â ñëó÷àå åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, óñëîâèå G = FH ìîæíî
çàìåíèòü íà |G| = |F ||H|.

Òåîðåìà 7 Ïóñòü m,n ∈ N. Òîãäà Cmn
∼= Cm × Cn ⇐⇒ gcd(m,n) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî: =⇒
Çàìåòèì, ÷òî ∀g ∈ Cm × Cn ord g|ÍÎÊ(m,n) = mn

(m,n) . Ïîýòîìó, åñëè

(m,n) ̸= 1, òî ãðóïïà Cm × Cn íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
⇐=
Ïóñòü (m,n) = 1. Ïî òåîðåìå î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû â ãðóïïå Cmn

ñóùåñòâóþò ïîäãðóïïû Cm è Cn ïîðÿäêîâ m è n ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ
ê íèì ïðåäóäóùóþ òåîðåìó ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

2.11 Ñâîáîäíûå ãðóïïû; ãðóïïû, çàäàííûå îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè

Ïóñòü G � ãðóïïà. S � ïîäìíîæåñòâî G. Åñëè ⟨S⟩ = G, òî ýëåìåíòû S íàçû-
âàþòñÿ îáðàçóþùèìè. Åñëè óG ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ,
òî G - êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ.

Ñâîáîäíûå ãðóïïû Çàôèêñèðóåì äâà ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ

X = {xi|i ∈ I} X−1 = {x−1
i |i ∈ I}.
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Ñëîâî â àëôàâèòå X � ýòî ïóñòàÿ (1) èëè êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèì-
âîëîâ èç X∪X−1. ×èñëî ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ äëè-
íîé ñëîâà. Ñëîâî íåñîêðàòèìî, åñëè îíî ñîäåðæèò ïîäñëîâ âèäà xix

−1
i , x−1

i xi.
Íà ìíîæåñòâå ñëîâ (ò.å. ∪(X ∪n>0X

−1)n) ââåäåì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè: ñëîâà u è v ýêâèâàëåíòíû, åñëè v ìîæíî ïîëó÷èòü èç u ÷åðåç
êîíå÷íîå ÷èñëî âñòàâîê è ñîêðàùåíèé ñëîâ âèäà xeix

−e
i , e = ±1. Ïóñòü [u]

îáîçíà÷àåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâà u. Íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíûõ ñëîâ F (X) îïðåäåëèì óìíîæåíèå, ïîëàãàÿ [u][v] = [uv].

Òåîðåìà 8 Òàê îïðåäåëåííîå óìíîæåíèå êîððåêòíî, ò.å. íå çàâèñèò îò
âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé â êëàññàõ. Ìíîæåñòâî F (X) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îò-
íîñèòåëüíî ýòîãî óìíîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êàæäûé êëàññ ñëîâ [u] ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå íåñîêðà-
òèìîå ñëîâî u.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëîâî íàèìåíüøåé äëèíû â êëàññå [u] ÿâëÿ-
åòÿ íåïðèâîäèìûì. Ïóñòü òåïåðü u ∼ v äëÿ íåñîêðàòèìûõ ñëîâ u, v.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

u = u0, u2, . . . , un = v,

â êîòîðîé ñîñåäíèå ñëîâà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà îäíîé âñòàâ-
êîé èëè ñîêðàùåíèåì ïîäñëîâà âèäà xεx−ε, ε = ±1. Òàê êàê
u ̸= v, òî n > 2. Ñðåäè âñåõ òàêèõ öåïî÷åê âûáåðåì öåïî÷-
êó u = u0, u2, . . . , un = v, êîòîðàÿ èìååò ìèíèìàëüíóþ äëè-
íó è ñðåäè âñåõ öåïî÷åê ìèíèìàëüíîé äëèíû ñóììà äëèí, âõî-
äÿùèõ â íåå ñëîâ íàèìåíüøàÿ. Ïîñêîëüêó u è v íåñîêðàòèìû,
òî l(u) < l(u1), l(un−1) > l(v). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ
i : 1 6 i 6 n−1, ÷òî l(ui) > l(ui−1), l(ui+1). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ui+1 ïîëó-
÷àåòñÿ èç ui âû÷åðêèâàíèåì êàêîãî-òî ôðàãìåíòà âèäà xεx−ε, ε = ±1,
à ui−1 � âû÷åðêèâàíèåì êàêîãî-òî ôðàãìåíòà âèäà yεy−ε, ε = ±1.
Åñëè ýòè ôðàãìåíòû ïåðåñåêàþòñÿ, òî ui−1 = ui+1, ÷òî îçíà÷àåò ñó-
ùåñòâîâàíèå áîëåå êîðîòêîé öåïî÷êè. Åñëè îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî
ìû ìîãëè áû ñíà÷àëà âû÷åðêíóòü ôðàãìåíò yεy−ε, ε = ±1 è òîëü-
êî ïîòîì âñòàâèòü ôðàãìåíò xεx−ε, ε = ±1, ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì
öåïî÷êó ñ ìåíüøåé ñóììîé äëèí ñëîâ.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëàãàåòñÿ â âèäå óïðàæíåíèÿ. �
Ãðóïïà F (X) íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì
X.

Òåîðåìà 9 Âñÿêàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ôàêòîð-ãðóïïå íåêîòîðîé ñâîáîäíîé
ãðóïïû.
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Ëåììà 14 Ïóñòü ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì M = {gi|i ∈ I}.
Âîçüìåì àëôàâèò X = {xi|i ∈ I}. Îòîáðàæåíèå X −→ M ïî ïðà-
âèëó xi 7→ gi åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà
F (X) −→ G.

Ýëåìåíòû ÿäðà ãîìîìîðôèçìà F (X) −→ G íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
ãðóïïû G â àëôàâèòå X. Åñëè ìíîæåñòâî H ′ ñîîòíîøåíèé òàêîâî, ÷òî ìèíè-
ìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â F (X), ñîäåðæàùàÿ H ′, ñîâïàäàåò ñ H, òî
H ′ íàçûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì ñîîòíîøåíèé â àëôàâèòå X.
Ïðèìåð: Ïóñòü si = (i, i+1), 1 6 i 6 n− 1. Ãðóïïà Sn äîïóñêàåò çàäàíèå

Sn = ⟨s1, . . . , sn−1|s2i = 1, (sisj)
2 = 1, |i−j| > 2; (sisi+1)

3 = 1, 1 6 i 6 n−2⟩ =
= ⟨s1, . . . , sn−1|s2i = 1, sisj = sjsi, |i−j| > 2; sisi+1si = si+1sisi+1, 1 6 i 6 n−2⟩

2.12 Äåéñòâèÿ ãðóïï. Ðàçáèåíèå íà îðáèòû. Ñòàáèëèçàòîðû, íåïîäâèæíûå

òî÷êè. Ëåììà Áåðíñàéäà.

Íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèå G íà X(ñëåâà) � îòîáðàæåíèå

G×X −→ X

(g, x) 7→ gx,

òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ g, h ∈ G, x ∈ X

• (gh)x = g(hx);

• ex = x.

Ïðèìåð: Ãðóïïà Sn äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n}.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå X:

x ∼ y ⇐⇒ ∃g ∈ G : gx = y. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ∼ � îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî X ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îðáèòàìè.

Îïðåäåëåíèå 26 Îðáèòîé ýëåìåíòà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî
Gx = {gx|g ∈ G}.

2.13 Õàðàêòåðû ãðóïï.

2.14 Ïðåäñòàâëåíèå àáåëåâûõ ãðóïï â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ.

Àáåëåâû ãðóïïû
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3 Êîììóòàòèâíûå êîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 27 àññîöèàòâíîå êîëüöî, êîëüöî ñ 1, êîììóòàòèâíîå êîëü-
öî, ïîëå

Ëåììà 15 R � êîëüöî. r ∈ R. Òîãäà

1. 0 · r = r · 0 = 0;

2. Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî −1 · r = −r.

Ïî ëåììå 3 ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ (ïî óìíîæåíèþ) ýëåìåíòîâ êîëüöà R îá-
ðàçóåò ãðóïïó. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà è
îáîçíà÷àåòñÿ R∗.

3.0.1 ×èñëîâûå êîëüöà, ñâîáîäíûå êîëüöà, êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ. Õàðàêòåðèñòèêà. Ýíäî-

ìîðôèçì Ôðîáåíèóñà.

Îïðåäåëåíèå 28 ãîìîìîðôèçì êîëåö Ïóñòü R è A � êîëüöà. Ôóíêöèÿ
f := R −→ A íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè f(a + b) = f(a) + f(b) è
f(ab) = f(a)f(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R.

Çàìå÷àíèå 5 Ãîìîìîðôíûé îáðàç êîëüöà ñ 1 íå îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò åäè-
íèöó (ïîñòðîéòå ïðèìåð).

Ëåììà 16 Ëþáîé íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé
â îáëàñòü öåëîñòíîñòè ïåðåâîäèò åäèíèöó â åäèíèöó.

Äàëåå ïî óìîë÷àíèþ âñå êîëüöà ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè ñ åäèíèöåé, à âñå ãîìî-
ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè êîëåö ñ åäèíèöåé, ò.å. f(1) = 1.

Îïðåäåëåíèå 29 ßäðî è îáðàç ãîìîìîðôèçìà. Ìîíîìîðôèçì, ýïèìîðôèçì,
èçîìîðôèçì.

Ëåììà 17 Åñëè f : R −→ A � ãîìîìîðôèçì êîëåö, òî f(0) = 0 è
f(−a) = −f(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ R. Êðîìå òîãî, åñëè f � ãîìîìîðôèçì
êîëåö ñ 1, òî f(x−1) = (f(x))−1 äëÿ ëþáîãî îáðàòèìîãî x ∈ R.

Ëåììà 18 Ïóñòü f : R −→ A � ãîìîìîðôèçì êîëåö, r ∈ R, à a = f(r).
Òîãäà f−1(a) = r +Ker f .
Ãîìîìîðôèçì èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ÿäðî ñîñòîèò èç
îäíîãî ýëåìåíòà.
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Ïðîñòîå ïîäïîëå è õàðàêòåðèñòèêà Äëÿ ëþáîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé R èìååòñÿ êà-
íîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì

φ : Z −→ R

φ(±n) = ±(1 + . . .+ 1), n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 30 Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòèêó êîëüöà charR ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì charR =

{
0, åñëè φ èíúåêòèâåí

íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå p, äëÿ êîòîðîãî φ(p) = 0, èíà÷å.

Ïðåäëîæåíèå 2 Õàðàêòåðèñòèêà öåëîñòíîãî êîëüöà ëèáî ðàâíà íóëþ ëèáî
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

Ýíäîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà Ïóñòü F � ïîëå è charF = p > 0. Òîãäà
(a+ b)p = ap + bp Ïîýòîìó

φ : F −→ F

x 7→ xp.

ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ïîëÿ F . Îí íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì Ôðîáåíè-
óñà.

Îïðåäåëåíèå 31 Ïîäêîëüöî
Àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) èäåàëîì,

åñëè äëÿ ëþáûõ r ∈ R è s ∈ I èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå rs ∈ I (ñîîòâ.,
sr ∈ I). Â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ: RI j I (ñîîòâ., IR j I). Åñëè I îäíîâðå-
ìåííî ëåâûé è ïðàâûé èäåàë, òî îí íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì.

Ëåììà 19 Ïóñòü f : R −→ A � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà Im f ïîäêîëüöî
â A, à Ker f � äâóñòîðîííèé èäåàë â R.

Îïðåäåëåíèå 32 Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî êîëüöà R. Èäåàëîì (ëåâûì,
ïðàâûì, äâóñòîðîííèì), ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâîì X, íàçûâàåòñÿ íàè-
ìåíüøèé èäåàë â R, ñîäåðæàùàÿ X.

Çàìå÷àíèå 6
∑

x∈X xR =
∩

I � èäåàëR,X⊂I I.

Ëåììà 20 Ïîäêîëüöî, ïîðîæäåííîå X ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ñóìì
ýëåìåíòîâ âèäà x1 . . . xk, ãäå k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à xi ∈ X ∪1
(åñëè èìååòñÿ â âèäó ïîäêîëüöî áåç 1, òî xi ∈ X).
Ëåâûé (ïðàâûé, äâóñòîðîííèé) èäåàë êîëüöà R, ïîðîæäåííûé X, ñî-

ñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ñóìì ýëåìåíòîâ âèäà rx (ñîîòâ., xr, rxs), ãäå
r, s ∈ R, x ∈ X.
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Îïðåäåëåíèå 33 Èäåàë (a) = Ra, ïîðîæäåííûé îäíèì ýëåìåíòîì a íàçû-
âàåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì.

ôàêòîðêîëüöî

3.1 Ôàêòîðêîëüöî, êëàññû âû÷åòîâ, ñðàâíåíèÿ

Ëþáîé èäåàë (ëåâûé èëè ïðàâûé) I êîëüöà R, ÿâëÿÿñü ïîäãðóïïîé àääèòèâ-
íîé ãðóïïû êîëüöà, îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå êîëüöà R íà ñìåæíûå êëàññû èëè
êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ èäåàëà I.

Îïðåäåëåíèå 34 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòû a è b êîëüöà R ñðàâíèìû
ïî ìîäóëþ I è ïèñàòü a ≡ b mod I, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó
âû÷åòîâ, ò.å. a− b ∈ I.

Ëåììà 21 Ñðàâíèìîñòü îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. åñëè a ≡ a′ mod I è b ≡ b′ mod I, òî

a+ b ≡ a+ b′ ≡ a′ + b′ mod I

ab ≡ ab′ ≡ a′b′ mod I

Ïðèìåðû:Z/nZ

3.1.1 K[x]/(f(x))

3.2 Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå.

Òàê æå êàê è â ïàðàãðàôå 2.6 ìîãóò áûòü äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
(íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî h ñîõðàíÿåò óìíîæåíèå).

Òåîðåìà 10 Ïóñòü R,R′ è R′′ � êîëüöà, f : R −→ R′ � ýïèìîðôèçì, à
g : R −→ R′′ � ãîìîìîðôèçì. Åñëè Ker f = Ker g, òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ìîíîìîðôèçì h : R′ −→ R′′ òàêîé, ÷òî g = h ◦ f . Åñëè g �
ýïèìîðôèçì, òî h � èçîìîðôèçì.

Ñëåäñòâèå 7 (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå êîëåö)
Ïóñòü f : R −→ R′′ � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà Im f ∼= R/Ker f.

Êîëüöà, ïîäêîëüöà,

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö. (ýòîò ïàðàãðàô âîçìîæíî ëó÷øå â äðóãîå ìåñòî)

Îïðåäåëåíèå 35 Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóìììîé êîëåö R1 è
R2, åñëè R = R1 × R2, (r1, r2) + (s1, s2) = (r1 + s1, r2 + s2) è
(r1, r2)(s1, s2) = (r1s1, r2s2), ãäå r1, s1 ∈ G1, à r2, s2 ∈ G2. Â ýòîì ñëó÷àå
ïèøóò R = R1

⊕
R2.
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3.3 Èäåàëû. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, I, J � èäåàëû â R. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
I + J = {a + b|a ∈ I, b ∈ J} ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, ïðè÷åì ýòî íàèìåíüøèé
èäåàë, ñîäåðæàùèé I ∪ J .

Çàìå÷àíèå 7 Ìíîæåñòâî {ab|a ∈ I, b ∈ J} íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ, ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.

Ïðîèçâåäåíèåì èäåàëîâ IJ áóäåì íàçûâàòü èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì
{ab|a ∈ I, b ∈ J}, ò.å.

IJ = {
k∑

i=1

aibi|ai ∈ I, bi ∈ J, k ∈ N}.

Îïðåäåëåíèå 36 Èäåàëû I è J êîëüöà R íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè,
åñëè I + J = R.

Ëåììà 22 Åñëè I è J âçàèìíî ïðîñòûå èäåàëû, òî I ∩ J = IJ .

Ïðèìåðû:

Òåîðåìà 11 R/IJ ∼= R/I
⊕

R/J.

Ëåììà 23 Åñëè èäåàë J âçàèìíî ïðîñò ñ êàæäûì èç èäåàëîâ I1, . . . , In, òî
îí âçàèìíî ïðîñò ñ èõ ïðîèçâåäåíèåì.

Ñëåäñòâèå 8 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ).
R/(I1 . . . In) ∼= R/I1

⊕
. . .

⊕
R/In.

Çàìå÷àíèå 8 Åñëè R íåêîììóòàòèâíî, òî IJ íàäî çàìåíèòü íà IJ + JI.

3.3.1 Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ. Ðåøåíèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé.

4 Òåîðèÿ ÷èñåë.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Òåîðèÿ ÷èñåë
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