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Çàäà÷è

(4) 17. à) Ïóñòü G � ãðóïïà; äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• ∀H ⊆ G
(
(HH ⊆ H ∧ H 6= ∅) ⇒ H ≤ G

)
; • ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G êîíå÷íû.

á) Ïóñòü G � ãðóïïà, H E G è ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû H è ãðóïïû G/H êîíå÷íû; äîêàæèòå,

÷òî ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G êîíå÷íû.

(4) 18. à) Ïóñòü p ∈ P \ {2} è ω ∈ N, èëè p = 2 è ω = 2; äîêàæèòå, ÷òî {a ∈ Z/pω | a2 = 1} = {1,−1}.
á) Ïóñòü ω ∈ N \ {1, 2}; äîêàæèòå, ÷òî {a ∈ Z/2ω | a2 = 1} = {1,−1, 1 + 2ω−1,−1 + 2ω−1}.
â) Ïóñòü n ∈ N; îáîçíà÷èì ÷åðåç t ÷èñëî |{p ∈ P | p | n}|; äîêàæèòå, ÷òî

|{a ∈ Z/n | a2 = 1}| =


2t, åñëè 2 - n ∨ (4 | n ∧ 8 - n);
2t−1, åñëè 2 | n ∧ 4 - n;

2t+1, åñëè 8 | n.

Êîììåíòàðèé ê óñëîâèþ: ðàâåíñòâî �a2 = 1�, ãäå a � ýëåìåíò êîëüöà Z/pω, èëè Z/2ω, èëè Z/n, íóæíî
ïîíèìàòü êàê ðàâåíñòâî â ñîîòâåòñòâóþùåì êîëüöå (ïðè ïåðåõîäå ê êîëüöó Z ýòî ðàâåíñòâî ïðåâðàùà-

åòñÿ â ñðàâíåíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ìîäóëþ).

• Â çàäà÷å 20 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k ∈ Z è ëþáîé ãðóïïû G îáî-

çíà÷èì ÷åðåç powk,G îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç G â G ïî ïðàâèëó g 7→ gk äëÿ ëþáûõ g ∈ G (òî åñòü

îòîáðàæåíèå powk,G � ýòî îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü k â ãðóïïå G); â ïóíêòå à çàäà÷è 5 áûëî äîêà-

çàíî, ÷òî, åñëè ãðóïïà G àáåëåâà, òî îòîáðàæåíèå powk,G � ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G.

(4) 20. Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, d ∈ G, G = 〈d〉, |G| < ∞ è k ∈ Z.

à) Äîêàæèòå, ÷òî Im powk,G = 〈d gcd(k,|G|)〉 è | Im powk,G| =
|G|

gcd(k,|G|) .

á) Äîêàæèòå, ÷òî Ker powk,G = 〈d
|G|

gcd(k,|G|) 〉 è |Ker powk,G| = gcd(k, |G|).
â) Ïóñòü òàêæå y ∈ Z; èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Áåçó, ïðåäñòàâèì ÷èñëî gcd(k, |G|) â âèäå uk + v|G|, ãäå
u, v ∈ Z, è, åñëè gcd(k, |G|) | y, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç x ÷èñëî uy

gcd(k,|G|) ; äîêàæèòå, ÷òî

pow−1
k,G(dy) =

{
dx Ker powk,G, åñëè gcd(k, |G|) | y;
∅, åñëè gcd(k, |G|) - y.

• Â âîïðîñå 8 êóðñà áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïî ëþáîìó ïðîñòîìó ìîäóëþ p ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êî-

ðåíü (òî åñòü ãðóïïà F×
p öèêëè÷åñêàÿ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî, è çàôèêñèðóåì íåêîòî-

ðûé ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò d ãðóïïû F×
p , à òàêæå ïóñòü k ∈ Z; òîãäà, èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 20 (â êà÷åñòâå G

íóæíî âçÿòü ãðóïïó F×
p ), ìû ïîëó÷èì, ÷òî èìåþò ìåñòî ïåðå÷èñëåííûå íèæå ôàêòû.

? Im powk,F×p = 〈d gcd(k,p−1)〉 è | Im powk,F×p | =
p−1

gcd(k,p−1) .

? Ker powk,F×p = 〈d
p−1

gcd(k,p−1) 〉 è |Ker powk,F×p | = gcd(k, p− 1).
? Ïóñòü òàêæå y ∈ Z; èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Áåçó, ïðåäñòàâèì ÷èñëî gcd(k, p− 1) â âèäå uk + v(p− 1),

ãäå u, v ∈ Z, è, åñëè gcd(k, p− 1) | y, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç x ÷èñëî uy
gcd(k,p−1) ; òîãäà

pow−1

k,F×p
(dy) =

{
dx Ker powk,F×p , åñëè gcd(k, p− 1) | y;
∅, åñëè gcd(k, p− 1) - y.

Ýòè ôàêòû èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë (íàïðèìåð, â äèñêðåò-

íîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè); äàëåå â êóðñå ýòè ôàêòû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ

àíàëèçà ñòåïåííûõ óðàâíåíèé â êîëüöàõ îñòàòêîâ, à òàêæå â èññëåäîâàíèè òåñòîâ íà ïðîñòîòó.
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(5) 21. Ïóñòü G � ãðóïïà è |G| < ∞.

à) Ïóñòü òàêæå g ∈ G è k ∈ Z; äîêàæèòå, ÷òî ord(gk) = ord(g)
gcd(k,ord(g)) .

á) Ïóñòü òàêæå f, h ∈ G, fh = hf è gcd(ord(f), ord(h)) = 1; äîêàæèòå, ÷òî ord(fh) = ord(f)ord(h).

â) Ïóñòü òàêæå ãðóïïà G àáåëåâà; îáîçíà÷èì ÷åðåç m ÷èñëî lcm({ord(g) | g ∈ G}) (òî åñòü íàèìåíüøåå
îáùåå êðàòíîå ïîðÿäêîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G); äîêàæèòå, ÷òî ∃ g ∈ G (ord(g) = m).

• Ïóíêò â çàäà÷è 21 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ïî ëþáîìó ïðîñòîìó ìîäóëþ ñó-

ùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü.

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

17. Ýòî çàäà÷à ïî òåîðèè ãðóïï (îíà íå ñâÿçàíà ñ êîëüöàìè); äëÿ òîãî, ÷òîáû åå ðåøèòü, íóæíî ïîíèìàòü,

÷òî òàêîå ïîäãðóïïà, ïîðÿäîê ýëåìåíòà è ôàêòîðãðóïïà. Ïóíêòû à è á íåçàâèñèìû.

18. à), á) Òî, ÷òî a2 = 1 â êîëüöå îñòàòêîâ ïî íåêîòîðîìó ìîäóëþ, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ÷èñëî a2 − 1 äå-

ëèòñÿ íà ýòîò ìîäóëü â êîëüöå Z.
â) Ïðåäñòàâèì(?) ÷èñëî n â âèäå pω1

1 · . . . · pωt
t , ãäå t ∈ N0, p1, . . . , pt ∈ P, ÷èñëà p1, . . . , pt ïîïàðíî ðàçëè÷-

íû è ω1, . . . , ωt ∈ N (çäåñü ñèìâîë �t� èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â óñëîâèè çàäà÷è). Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ

êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ, ñâÿæèòå ÷èñëî |{a ∈ Z/n | a2 = 1}| ñ ÷èñëàìè |{a ∈ Z/pω1
1 | a2 = 1}|, . . . ,

|{a ∈ Z/pωt
t | a2 = 1}|; çàòåì èñïîëüçóéòå ïóíêòû à è á.

20. à) Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ ïóíêò à çàäà÷è 7, äîêàæèòå, ÷òî | Im powk,G| =
|G|

gcd(k,|G|) ; çàòåì èñïîëüçóéòå ïåð-

âóþ òåîðåìó î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå ê íåé: äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû

H ãðóïïû G âûïîëíåíî min{k ∈ N | dk ∈ H} = |G : H| = |G|
|H| .

á) Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ ïóíêò à çàäà÷è 9 è âòîðóþ òåîðåìó î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, äîêàæè-

òå, ÷òî |Ker powk,G| = gcd(k, |G|); çàòåì äåéñòâóéòå òàê æå, êàê â ïóíêòå à.

â) Ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî dkx = dy; çàòåì èñïîëüçóéòå ïóíêòû à è á, à òàêæå �âûñîêîäóõîâíóþ� ëåììó

èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï.

21. à) Èñïîëüçóéòå ïóíêò à çàäà÷è 7. á) Ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî 〈f〉 ∩ 〈h〉 = {1}.
â) Ïðåäñòàâèì(?) ÷èñëî m â âèäå pω1

1 · . . . · pωt
t , ãäå t ∈ N0, p1, . . . , pt ∈ P, ÷èñëà p1, . . . , pt ïîïàðíî ðàçëè÷-

íû è ω1, . . . , ωt ∈ N. Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ ïóíêò à, äëÿ êàæäîãî ÷èñëà i ∈ {1, . . . , t} ïîñòðîéòå òàêîé ýëå-

ìåíò gi ãðóïïû G, ÷òî ord(gi) = pωi
i ; çàòåì èñïîëüçóéòå ïóíêò á.

Çàäà÷è′

(2) 3′. Ïóñòü H ≤ C× è |H| < ∞; îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî H; äîêàæèòå, ÷òî H = µn.

(2) 4′. Ïóñòü G � ãðóïïà è |G| = ∞; äîêàæèòå, ÷òî |{H ⊆ G | H ≤ G}| = ∞.

(?)Èñïîëüçóåì îñíîâíóþ òåîðåìó àðèôìåòèêè (http://en.wikipedia.org/wiki/Fundamental_theorem_of_arithmetic).
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