
Âñå çàäàíèÿ

FL 1 Ïîñòðîéòå DFA, êîòîðûé ïðèíèìàåò òîëüêî ñòðî÷êè íàä àëôàâèòîì {0, 1}, â êîòî-
ðûõ íå âñòðå÷àåòñÿ ïîäñòðîêà 11.

FL 2 Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê L ðàñïîçíà¼òñÿ DFA åñëè è òîëüêî åñëè L ðàñïîçíà¼òñÿ DFA,

ãäå L = Σ∗ \ L.
FL 3 Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êîíå÷íûé ÿçûê ðàñïîçíà¼òñÿ DFA.

FL 4 Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê

a) { ambn |m,n ≥ 0,m ≡ n (mod 3) }
b) {w ∈ {0, 1}∗ |w äåëèòñÿ íà 5 êàê äâîè÷íîå ÷èñëî }

ðàñïîçíà¼òñÿ DFA.

FL 5 a) Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå: L,M ðàñïîçíà¼òñÿ DFA =⇒ L ∩M ðàñïîçíà¼òñÿ DFA.

b) Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ÿçûêîâ L,M èõ ïåðåñå÷åíèå L ∩M ðàñïîçíà¼òñÿ íåêîòîðûì

DFA, îáÿçàòåëüíî ëè L è M ðàñïîçíàþòñÿ íåêîòîðûìè DFA?

FL 6 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðàñøèðåííîé íà ñòðîêè ôóíêöèè ïåðåõîäà δ, ïðîèçâîëüíûõ

ñòðîê x, y è ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q âåðíî δ(q, xy) = δ(δ(q, x), y)

FL 7 Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê

a) { anbn |n ≥ 0 }
b) { anbm |n 6= m }
c) { anbm |m,n ≥ 0, gcd(m,n) > 1 }

íå ðàñïîçíà¼òñÿ íèêàêèì DFA.

FL 8 Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ ðàñïîçíàâàåìûõ DFA ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

a)
√
L = {m |mm ∈ L }

b) LR = {mR |m ∈ L }, ãäå (a1a2 . . . an)R = anan−1 . . . a1

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L îòäåëÿåò ñëîâà x è y, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå ñëîâî z, ÷òî ðîâíî îäíî èç ñëîâ xz, yz ïðèíàäëåæèò L. Äëÿ íåîòäåëèìûõ ÿçûêîì

L ñëîâ x, y áóäåì ïèñàòü x ≡L y.

Èíäåêñîì L íàçîâ¼ì ñóïðåìóì ðàçìåðîâ ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ âñå ñòðîêè ïîïàðíî

îòäåëèìû ÿçûêîì L.

FL 9 Äîêàæèòå, ÷òî

a) ÿçûê L ðàñïîçíàåòñÿ íåêîòîðûì DFA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíäåêñ L êîíå÷åí.

b) áîëåå òîãî, èíäåêñ ÿçûêà ðàâåí ìèíèìàëüíîìó ðàçìåðó ðàñïîçíàþùåãî L àâòîìàòà.

FL 10 Ïóñòü ÿçûê L ðàñïîçíà¼òñÿ íåêîòîðûì DFA. Âñåãäà ëè ñëåäóþùèå ÿçûêè ðàñïî-

çíàþòñÿ DFA?

a) L/L′ = {u | ∃v : uv ∈ L, v ∈ L′ }, ãäå L′ ⊆ Σ∗ � ïðîèçâîëüíûé ÿçûê.

b) PERMUTE(L) = { ak1 . . . akn |n ≥ 0, (k1, . . . , kn)� íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà,

ai ∈ Σ, a1 . . . an ∈ L }
c) SUBSEQ(L) = { a1 . . . an |n ≥ 0, ai ∈ Σ,∃u0, . . . , un ∈ Σ∗ : u0a1u1a2 . . . anun ∈ L }
d) 1

2
L = {u |u ∈ Σ∗, ∃v ∈ Σ∗ : |u| = |v|, uv ∈ L }

e) SHIFT (L) =
⋃
k≥0

{ ak+1 . . . ana1 . . . ak | a1 . . . an ∈ L }

f) h(L) = {h(x) |x ∈ L }, ãäå L ⊆ Σ∗ è h � íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì íà Σ∗.

g) h−1(L) = { y |h(y) ∈ L }, ãäå L ⊆ Σ∗ è h � íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì íà Σ∗.
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FL 11 Ïóñòü A ⊆ N. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

Bk(A) = {w |w � ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà èç A â k-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ }
Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà A, äëÿ êîòîðîãî B2(A) ðàñïîçíà¼òñÿ DFA, à B3(A) íå ðàñ-

ïîçíà¼òñÿ DFA.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî DFA ñèíõðîíèçèðóåòñÿ ñòðîêîé s, åñëè ∀q1, q2 ∈ Q :

δ(q1, s) = δ(q2, s).

FL 12 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò A èìååò k ñîñòîÿíèé è ñèíõðî-

íèçèðóåòñÿ íåêîòîðîé ñòðîêîé, òî îí òàêæå ñèíõðîíèçèðóåòñÿ è ñòðîêîé äëèíû íå áîëåå

k3.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî co-NFA A = (Σ, Q, q0, δ, F ) ïðèíèìàåò ñëîâî x ∈ Σ∗,

åñëè A çàêàí÷èâàåò êàæäîå âû÷èñëåíèå íà âõîäå x â ñîñòîÿíèè èç F .

FL 13 Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàþùèõñÿ co-NFA, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ÿçû-

êîâ, ðàñïîçíàþùèõñÿ NFA.

FL 14 Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñåìåéñòâî ÿçûêîâ {En}n∈N, ÷òî En ðàñïîçíàåòñÿ NFA ñ n

ñîñòîÿíèìè, íî òðåáóåò DFA ðàçìåðà êàê ìèíèìóì cn äëÿ íåêîòîðîãî c > 1?

FL 15 Äîêàæèòå íåðåãóëÿðíîñòü ñëåäóþùèõ ÿçûêîâ:

a) { 0n |n � ïîëíûé êâàäðàò }
b) {w ∈ {0, 1}∗ |w � äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà }

FL 16 Ïðèâåäèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîìó DFA A âû÷èñëÿåò êîëè÷åñòâî ðàñïî-

çíàâàåìûõ èì ñëîâ äëèíû n çà âðåìÿ

a) poly(|QA| · n)

b) poly(|QA|) · log(n)

FL 17 Áóäåì ïèñàòü L1 � L2, åñëè L1 ⊂ L2 è |L2 \L1| =∞. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè L1, L2 �

ðåãóëÿðíûå è L1 � L2, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ðåãóëÿðíûé ÿçûê L3, ÷òî L1 � L3 � L2.

FL 18 Ïóñòü M1 è M2 � DFA, èìåþùèå k1 è k2 ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâåííî, è ïóñòü U =

L(M1) ∪ L(M2), ãäå L(A) � ÿçûê, êîòîðûé ðàñïîçíàåòñÿ àâòîìàòîì A. Ïóñòü U 6= ∅ è

U 6= Σ∗. Äîêàæèòå, ÷òî U ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ñòðîêó s1 äëèíû íå áîëåå max(k1, k2) è ÷òî

ñóùåñòâóåò íå ïðèíàäëåæàùàÿ U ñòðîêà s2 äëèíû íå áîëåå k1k2.

FL 19 Ïðèâåäèòå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ÿçûêîâ:

� Ìíîæåñòâî ñëîâ èç 0 è 1, â êîòîðûõ êàæäàÿ ïàðà ñìåæíûõ 0 íàõîäèòñÿ ïåðåä ïàðîé

ñìåæíûõ 1.

� Ìíîæåñòâî ñëîâ èç 0 è 1, â êîòîðûõ ÷èñëî 0 äåëèòñÿ íà 3, à ÷èñëî 1 ÷¼òíî.

Îïðåäåëåíèå. ÊÑ-ãðàììàòèêà (êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà, context-free grammar,

cf-grammar) G � ýòî ÷åòâ¼ðêà (Σ, N,R, S) òàêàÿ, ÷òî:

� Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò, åãî ýëåìåíòû ìû íàçîâåì òåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè, èëè

òåðìèíàëàìè.

� N � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ïðè÷¼ì N∩Σ = ∅. Åãî ýëåìåíòû ìû íàçûâàåì

íåòåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè, èëè íåòåðìèíàëàìè.

� S ∈ N � ñòàðòîâûé ñèìâîë.
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� R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà âèäà A → α,A ∈ N,α ∈ (N ∪ Σ)∗, R �

êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî 2N×(N∪Σ)∗.

ßçûêîì L(G), ðàñïîçíàâàåìûì (èëè ãåíåðèðóåìûì) ãðàììàòèêîé G, áóäåì íàçûâàòü

ìíîæåñòâî ñòðîê èç Σ∗, êîòîðûå ìîæíî âûâåñòè èç S ïî ïðàâèëàì âûâîäà èç R.

Ïðèìåð. ßçûê Äèêà, èëè ÿçûê âñåõ ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ðàñ-

ïîçíà¼òñÿ ãðàììàòèêîé G = (Σ, N,R, S), ãäå Σ = {a, b}, N = {S}, R = {S → aSb, S →
SS, S → ε} = {S → aSb |SS | ε} (ïî÷åìó ýòî âåðíî?)

FL 20 Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ÿçûêè ÿâëÿþòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè:

a) { anbn+mam |n,m ≥ 0 }
b) {w |w ∈ {a, b}∗, |w|a = |w|b }
c) L, ãäå L = {ww |w ∈ {a, b}∗ }
d) {x#y |x, y ∈ {0, 1}∗, x 6= y }

FL 21 Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðà-

öèé:

a) Îáúåäèíåíèÿ ñ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè è ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåãóëÿðíûìè ÿçûêàìè.

b) SUFFIX(L) = { v | ∃u : uv ∈ L }.
c) h(L), ãäå h : Σ∗ → Γ∗ � ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì.

d) SHIFT (L).

FL 22 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè L1 è L2 � ðåãóëÿðíûå ÿçûêè, òî L3 = {uv |u ∈ L1, v ∈ L2, |u| =
|v| } êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé.
FL 23 Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå Êëèíè óíàðíîãî ÿçûêà (òî åñòü ÿçûêà íàä àëôàâèòîì

èç îäíîãî ñèìâîëà) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ÿçûêîì.

FL 24 Ïóñòü G = (Σ, N,R, S) � îáûêíîâåííàÿ ãðàììàòèêà, â êîòîðîé |R| = p è äëèíà

ïðàâîé ÷àñòè êàæäîãî ïðàâèëà íå ïðåâîñõîäèò m. Ïóñòü èç A ∈ N âûâîäèòñÿ ïóñòàÿ

ñòðîêà. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà èç A âîçìîæíî âûâåñòè ïóñòóþ ñòðîêó çà íå áîëåå ÷åì mp−1
m−1

øàãîâ.

Ëåììà. (The pumping lemma for CF-grammars)

Äëÿ êàæäîãî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà L ⊆ Σ∗ ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà

p ≥ 1, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðîêè w ∈ L, äëÿ êîòîðîé |w| ≥ p, ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

w = xuyvz, ãäå |uv| > 0 è |uyv| ≤ p, äëÿ êîòîðîãî xuiyviz ∈ L ïðè âñåõ i ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáñóäèì íà çàíÿòèè

FL 25 Äîêàæèòå óñèëåíèå ëåììû î íàêà÷êå, óòâåðæäàþùåå ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíîãî

ðàçáèåíèÿ ñ |u| > 0, |v| > 0.

FL 26 Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ Ëåììó Îãäåíà:

Ëåììà. Äëÿ êàæäîãî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà L ⊆ Σ∗ ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàí-

òà p ≥ 1, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðîêè w ∈ L, äëÿ êîòîðîé |w| ≥ p, è äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà

P ⊆ {1, . . . , |w|}, |P | ≥ p âûäåëåííûõ ïîçèöèé â w ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå w = xuyvz,

äëÿ êîòîðîãî

� uv ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âûäåëåííóþ ïîçèöèþ,
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� uyv ñîäåðæèò íå áîëåå p âûäåëåííûõ ïîçèöèé,

� xuiyviz ∈ L ïðè âñåõ i ≥ 0.

FL 27 Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ÿçûêè íå ÿâëÿþòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè:

a) { ambncn |m,n ≥ 0,m 6= n }
b) {w |w ∈ {a, b, c}∗, |w|a = |w|b = |w|c }
c) {w |w ∈ {a, b, c}∗, |w|a · |w|b < |w|c }
d) { ambn |m,n ∈ N, n | m }

FL 28 Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïå-

ðàöèè

a) ïåðåñå÷åíèÿ

b) äîïîëíåíèÿ

c) 1
2
L = {u |u ∈ Σ∗, ∃v ∈ Σ∗ : |u| = |v|, uv ∈ L }

d) SHUFFLE(L1, L2) = { a1b1 . . . anbn | ai, bj ∈ Σ, a1 . . . an ∈ L1, b1 . . . bn ∈ L2 }
FL 29 Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ îáûêíîâåííàÿ ãðàììàòèêà, ãåíåðèðóþùàÿ ÿçûê

L = {w1w2 |w1, w2 ∈ {a, b}∗, w1 = wR
1 , w2 = wR

2 }, íåîäíîçíà÷íà.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L ïðåôèêñíî çàìêíóò, åñëè äëÿ êàæäîãî ñëîâà

w ∈ L âñå åãî ïðåôèêñû ëåæàò â L.

FL 30 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê áåñêîíå÷åí è ïðåôèêñíî çàìêíóò,

òî îí ñîäåðæèò íåêîòîðûé áåñêîíå÷íûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê.

Îïðåäåëåíèå. Êîíúþíêòèâíîé ãðàììàòèêîé áóäåì íàçûâàòü ÷åòâ¼ðêó G = (Σ, N,R, S),

ãäå Σ � àëôàâèò, N � ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ, R � ìíîæåñòâî ïðàâèë

âûâîäà, S � âûäåëåííûé ñòàðòîâûé íåòåðìèíàëüíûé ñèìâîë. Ïðàâèëà âûâîäà ìîãóò

èìåòü âèä A → α1 &α2 & . . . &αk, ãäå A ∈ N , αi ∈ (Σ ∪ N)∗. Ïðèíàäëåæíîñòü ñòðîê

L(A) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî w ∈ L(αi), òî w ∈ L(A).

FL 31 Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ÿçûêè ãåíåðèðóþòñÿ êîíúþíêòèâíûìè ãðàììàòèêàìè:

a) { anbncn |n ≥ 0 }
b) {wcw |w ∈ {a, b}∗ }
c) { a4n |n ≥ 0 }

FL 32 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè L ⊆ {a, b}∗ � ðåãóëÿðíûé ÿçûê, òî PERMUTE(L) êîíòåêñòíî-

ñâîáîäíûé.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîé ãðàììàòèêîé íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííàÿ ãðàììàòèêà, ó êîòî-

ðîé êàæäîå ïðàâèëî âûâîäà ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî íåòåðìèíàëüíîãî ñèìâîëà â ïðàâîé

÷àñòè.

FL 33 Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ âàðèàöèþ ëåììû î íàêà÷êå äëÿ ëèíåéíûõ ÿçûêîâ:

Ëåììà. Äëÿ êàæäîãî ÿçûêà L ⊆ Σ∗, ïîðîæäàåìîãî ëèíåéíîé ãðàììàòèêîé, ñóùåñòâóåò

òàêàÿ êîíñòàíòà p ≥ 1, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðîêè w ∈ L, äëÿ êîòîðîé |w| ≥ p, ñóùåñòâóåò

ðàçëîæåíèå w = xuyvz, ãäå |uv| > 0 è |xuvz| ≤ p, äëÿ êîòîðîãî xuiyviz ∈ L ïðè âñåõ i ≥ 0.
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FL 34 Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê Äèêà (ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) íå ïî-

ðîæäàåòñÿ ëèíåéíîé ãðàììàòèêîé.

FL 35 Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ëèíåéíûìè ãðàììàòèêàìè, íå çàìêíóò

îòíîñèòåëüíî êîíêàòåíàöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íåêîòîðàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà T íà âõîäå w

îñòàíàâëèâàåòñÿ çà n øàãîâ. Èñòîðèåé âû÷èñëåíèÿ T íà âõîäå w íàçûâàåòñÿ ñòðîêà

CT (w) = w#C0#C1# . . . Cn−1$Cn#CR
n #CR

n−1 . . .#C
R
1 #CR

0 ,

ãäå Ci = Ci(T,w) � êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû ïîñëå i øàãîâ âû÷èñëåíèÿ.

ßçûêîì âñåõ ïðèíèìàþùèõ âû÷èñëåíèé (the language of valid accepting computations)

ìàøèíû T áóäåì íàçûâàòü ÿçûê V ALC(T ) = {CT (w) |w ∈ L(T ) }

Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà. Äëÿ êàæäîé ìàøèíû Òüþðèíãà T ñóùåñòâóåò è ìîæåò áûòü êîíñòðóêòèâíî

ïîñòðîåíà ïî T òàêàÿ ïàðà îäíîçíà÷íûõ ëèíåéíûõ ãðàììàòèê G1 è G2, ÷òî L(G1) ∩
L(G2) = V ALC(T ) è äîïîëíåíèÿ ÿçûêîâ L(G1), L(G2) òàêæå ïîðîæäàþòñÿ ëèíåéíûìè

ãðàììàòèêàìè.

FL 36 Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå çàäà÷è íåðàçðåøèìû:

a) �Äëÿ äàííûõ äâóõ ëèíåéíûõ ãðàììàòèê îòâåòèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïóñòûì ïåðåñå÷åíèå

ïîðîæäàåìûõ èìè ÿçûêîâ�

b) �Äëÿ äàííîé ëèíåéíîé ãðàììàòèêè îòâåòèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà îäíîçíà÷íîé�

c) �Äëÿ äàííîé ëèíåéíîé ãðàììàòèêè îòâåòèòü, ïîðîæäàåò ëè îíà ìíîæåñòâî âñåõ

âîçìîæíûõ ñòðîê Σ∗ �

d) �Äëÿ äàííûõ äâóõ ëèíåéíûõ ãðàììàòèê îòâåòèòü, ïîðîæäàþò ëè îíè îäèí è òîò æå

ÿçûê�

FL 37 Ðàçðåøèìû ëè ñëåäóþùèå çàäà÷è:

a) �Äëÿ äàííîé îáûêíîâåííîé ãðàììàòèêè îòâåòèòü, êîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî ñòðîê, äëÿ

êîòîðûõ îíà çàäà¼ò áîëåå îäíîãî äåðåâà ðàçáîðà�

b) �Äëÿ äàííûõ äâóõ îáûêíîâåííûõ ãðàììàòèê îòâåòèòü, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ÷èñëî

l ≥ 0, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ãðàììàòèê ïîðîæäàåò êàêóþ-òî ñòðîêó äëèíû l �

FL 38 Êàêîé êëàññ ÿçûêîâ ðàñïîçíàþò ÌÏ-àâòîìàòû ñ äâóìÿ ñòåêàìè?
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