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Ïðåäèñëîâèå

Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è î êîëè÷åñòâå îáúåêòîâ, íå ñîâìåùàåìûõ äðóã ñ äðóãîì
îïðåäåëåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ Ëåììû Áåðíñàéäà,
ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì ïðèëîæåíèåì òåîðèè ãðóïï. Íà ñàìîì äåëå, ÿ ñ÷èòàþ,
÷òî íåëüçÿ óâåðåííî ðåøàòü íå ñîâñåì òðèâèàëüíûå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è, íå çíàÿ
îñíîâíûõ èäåé òåîðèè ãðóïï. Áåç òåîðèè ãðóïï êàæäàÿ çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â îëèì-
ïèàäíóþ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé íóæíà ñìåêàëêà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå íàäî äóìàòü, ÷òî òåîðèÿ ãðóïï ñïåöèàëèçèðóåòñÿ íà ðåøå-
íèè êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷. Ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ãðóïï â ñîâðåìåííîé íàóêå
(â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, â ôèçèêå, â õèìèè, â èíôîðìàòèêå) íàñòîëüêî æå
ðàçíîîáðàçíû íàñêîëüêî è íåäîñòóïíû ïîñëå ïîëóñåìåñòðîâîãî êóðñà ëåêöèé.

1. Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà ìîæíî íàéòè (ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè) â ëþ-
áîé êíèãå, èçëàãàþùåé îñíîâû òåîðèè ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e, à X � ìíîæåñòâî.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G äåéñòâóåò íà X, åñëè çàäàíà îïåðàöèÿ G × X → G (îáðàç
ïàðû (g, x) îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî ïðîñòî gx), îáëàäàþùàÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ X è g, h ∈ G
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) ex = x
(2) g(hx) = (gh)x

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî âñåõ áèåêòèâíûõ ôóíêöèé
X → X ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé íà ìíîæåñòâå
X è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç SX .

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ãîìîìîðôèçì ϕ : G → SX çàäàåò äåéñòâèå ãðóïïû G íà
ìíîæåñòâå X ïî ïðàâèëó gx = ϕ(g)(x) (ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ äåéñòâèòåëüíî
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 1.2). Îáðàòíî, åñëè çàäàíî äåéñòâèå G íà X, òî
ìîæíî çàäàòü ãîìîìîðôèçì ϕ : G → SX ôîðìóëîé ϕ(g)(x) = gx (ïðîâåðüòå, ÷òî ϕ(g)
áèåêöèÿ è ÷òî ϕ � ãîìîìîðôèçì). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû
íà ìíîæåñòâå � ýòî ãîìîìîðôèçì G→ SX , ÷òî è âûäâèãàåòñÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ
äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ìíîæåñòâå â íåêîòîðûõ êíèãàõ.

Ââåäåì òåïåðü íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå
X, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå ëåììû Áåðíñàéäà.

Ëåììà-Îïðåäåëåíèå 1.3. Îðáèòîé ýëåìåíòà x ∈ X ïîä äåéñòâèåì G íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî Gx = {gx | g ∈ G}. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â äàííîé îðáèòå íàçûâàåòñÿ
äëèíîé îðáèòû (â ðàçíûõ îðáèòàõ ìîæåò áûòü ðàçíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ).

Ëþáûå äâå îðáèòû ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ìíî-
æåñòâî X ðàçáèâàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå îðáèò.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì àíà-
ëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ýëåìåíòà g ∈ G íàçûâàþòñÿ òå x ∈ X, äëÿ
êîòîðûõ gx = x. Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýëåìåíòà g îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Xg.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, îñòàâëÿþùèõ íà ìåñòå äàííûé
ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì ýëåìåíòà x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç St(x).
Äðóãèìè ñëîâàìè, St(x) = {g ∈ G | gx = x}. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòàáèëèçàòîð ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé â G.

Çàìå÷àíèå 1.6. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïàð (g, x) ∈ G × X, äëÿ
êîòîðûõ gx = x ìîæíî âû÷èñëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè, êîòîðûå óêàçàíû â ðàçíûõ ÷àñòÿõ
ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà: ∑

x∈X

| St(x)| =
∑
g∈G

|Xg|.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåñìîòðÿ íà ñâîþ î÷åâèäíîñòü èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå ëåììû Áåðíñàéäà. Âòîðîå êëþ÷åâîå ñîîáðàæåíèå ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåé
ëåììå.

Ëåììà 1.7. Äëèíà îðáèòû ýëåìåíòà x ðàâíà èíäåêñó ñòàáèëèçàòîðà ýòîãî ýëåìåí-
òà. Ïîýòîìó, åñëè ãðóïïà G êîíå÷íà, òî |Gx| · | St(x)| = |G|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñ ïîäãðóïïû � ýòî êîëè÷åñòâî (ëåâûõ) ñìåæ-
íûõ êëàññîâ ïî ýòîé ïîäãðóïïå. Ïóñòü G/ St(x) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ëåâûõ ñìåæíûõ

êëàññîâ. Çàäàäèì ôóíêöèþ f : G/ St(x) → Gx ôîðìóëîé f
(
g St(x)

)
= gx (î÷åâèäíî,

÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ ñìåæíîãî êëàññà) è äîêàæåì, ÷òî
f áèåêòèâíà. Ñþðúåêòèâíîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îðáèòû. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî f

(
g St(x)

)
= f

(
h St(x)

)
, ò. å. gx = hx. Íî òîãäà h−1gx = x, îòêóäà h−1gx ∈ St(x), à

èç ýòîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî g St(x) = h St(x). Òàêèì îáðàçîì f áèåêòèâíî îòîáðàæàåò
G/ St(x) íà Gx, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè |G/ St(x)| = |Gx|. �

2. Ëåììà Áåðíñàéäà

Ëåììà Áåðíñàéäà âû÷èñëÿåò êîëè÷åñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ìíîæåñòâå ñ
ïîìîùüþ ñóììû ïî âñåì ýëåìåíòàì ãðóïïû. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ïîðÿäîê ìíîæåñòâà X íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ïîðÿäîê ãðóïïû G.

Òåîðåìà 2.1 (Ëåììà Áåðíñàéäà). Êîëè÷åñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ìíîæå-
ñòâå X ðàâíî

1

|G|
∑
g∈G

|Xg|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷èñëî îðáèò ÷åðåç N . Êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X ëåæèò â
îðáèòå Gx. Ñîïîñòàâèì åìó ÷èñëî 1

|Gx| . Ñóììà ýòèõ ÷èñåë ïî âñåì x èç äàííîé îðáèòû

O î÷åâèäíî ðàâíà 1 (ìû ïðîñòî |O| ðàç ñêëàäûâàåì ÷èñëî 1
|O| ñ ñàìèì ñîáîé). Ïîýòîìó

êîëè÷åñòâî îðáèò ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå N =
∑

x∈X
1
|Gx| . Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà

ôîðìóëó äëÿ äëèíû îðáèòû èç ëåììû 1.7 ïîëó÷èì N =
∑

x∈X
| St(x)|
|G| = 1

|G|
∑

x∈X | St(x)|.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èç çàìå÷àíèÿ 1.6 ïîëó÷èì N = 1

|G|
∑

g∈G |Xg|, ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü. �
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3. Ïåðâûé ïðèìåð: çàäà÷à î áóñàõ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòîé ïðèìåð íà ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà. Â ðåøåíèè
áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü íåñêîëüêî ëèøíèõ äåòàëåé, êîòîðûå áóäóò î÷åâèäíî ñëåäîâàòü èç
ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 4. Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü
âñþ òåîðèþ.

Çàäà÷à 3.1. Âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ áóñ èç 6 áóñèíîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ìîæåò áûòü îäíîãî èç òðåõ öâåòîâ.

Ðåøåíèå. Óòî÷íèì óñëîâèå. Ïîä ðàçëè÷íûìè áóñàìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ òå, êîòîðûå
íåëüçÿ ñîâìåñòèòü äðóã ñ äðóãîì ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòîâ è îñåâîé ñèììåòðèè. Çàíóìå-
ðóåì ìåñòà äëÿ áóñèíîê ÷èñëàìè îò 1 äî 6, à öâåòà � áóêâàìè a, b, c. Òîãäà ðàñêðàñ-
êà � ýòî ñîïîñòàâëåíèå êîíêðåòíîãî öâåòà êàæäîìó èç ìåñò, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{x1, x2, x3, x4, x5, x6}, ãäå xk ∈ {a, b, c}. Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãî ñóùåñòâóåò 36 òàêèõ ðàñ-
êðàñîê. Åñòåñòâåííî, íå âñå ðàñêðàñêè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì áóñàì. Íàïðèìåð
ðàñêðàñêà, â êîòîðîé ïåðâàÿ áóñèíêà èìååò öâåò b, à îñòàëüíûå � öâåò c, ñîâìåùàåòñÿ
ïîâîðîòîì ñ ðàñêðàñêîé, ó êîòîðîé âòîðàÿ áóñèíêà èìååò öâåò b, à îñòàëüíûå � öâåò c.

Íà ìíîæåñòâå X âñåõ ðàñêðàñîê äåéñòâóåò ãðóïïà ïîâîðîòîâ è îñåâûõ ñèììåò-
ðèé. Îïåðàöèÿ â ýòîé ãðóïïå � êîìïîçèöèÿ, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ïðå-
îáðàçîâàíèé (ïðîâåðüòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà è îñåâîé ñèììåòðèè ðàâíà îñåâîé
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äðóãîé îñè, à êîìïîçèöèÿ äâóõ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ðàç-
ëè÷íûõ îñåé ðàâíà ïîâîðîòó). Êàê îáû÷íî, îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ àññîöèà-
òèâíîé, íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, îáðàòíûì ê
îñåâîé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ îíà ñàìà, à îáðàòíûì ê ïîâîðîòó � ïîâîðîò â îáðàòíóþ
ñòîðîíó. Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó áóêâîé G.

Ãðóïïà G åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ìåñò {1, 2, 3, 4, 5, 6}, òî
åñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå èç G â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó S6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ ïîâî-
ðîò, ïåðåâîäÿùèé êàæäîå ìåñòî â ñëåäóþùåå (ïîñëåäíåå â ïåðâîå), à ÷åðåç σ � îñåâóþ
ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ìåæäó ìåñòàìè 6 è 1, è 3 è 4. Âûïèøåì ïå-
ðåñòàíîâêè (â öèêëè÷åñêîé ôîðìå) èç S6, â êîòîðûå ïåðåõîäèò êàæäûé èç ýëåìåíòîâ
ãðóïïû G.

Ýëåìåíò e τ τ 2 τ 3 τ 4 τ 5

Ïåðåñò. e (123456) (135)(246) (14)(25)(46) (153)(264) (654321)

Ýëåìåíò σ στ στ 2 στ 3 στ 4 στ 5

Ïåðåñò. (16)(25)(34) (15)(24) (14)(23)(56) (13)(46) (12)(36)(45) (26)(35)

Òàáëèöà 1.

Äàëåå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ïåðå-
ñòàíîâêàìè. Òåïåðü ëåãêî çàäàòü ôîðìóëîé äåéñòâèå ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íà ìíîæå-
ñòâå X:

α(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (xα−1(1), xα−1(2), xα−1(3), xα−1(4), xα−1(5), xα−1(6)).

Íàïðèìåð öâåò âòîðîé áóñèíêè ïîñëå ïîâîðîòà τ (ò. å. ïîâîðîòà áóñ íà 60◦) ñîâïàäàåò
ñ öâåòîì ïåðâîé áóñèíêè äî ïîâîðîòà (τ(1) = 2, ïîýòîìó τ−1(2) = 1).
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Íàïîìíèì, ÷òî ðàñêðàñêè, ñîâìåùàåìûå äðóã ñ äðóãîì êàêèì-íèáóäü ïðåîáðàçî-
âàíèåì èç ãðóïïû G çàäàþò îäèíàêîâûå áóñû. Â òåðìèíîëîãèè èç ïàðàãðàôà 1 ðàñ-
êðàñêè çàäàþò îäèíàêîâûå áóñû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ëåæàò â îäíîé îðáèòå
ïîä äåéñòâèåì G. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî
îðáèò äåéñòâèÿ G íà X.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Áåðíñàéäà, íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ñêîëü-
êî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X îñòàâëÿåò íà ìåñòå êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G. Î÷åâèäíî,
|Xe| = |X| = 36. Òàê êàê ïîâîðîò τ ïåðåâîäèò äðóã â äðóãà ñîñåäíèå ýëåìåíòû, òî ó
ðàñêðàñêè, íå èçìåíÿþùåéñÿ ïðè ýòîì ïîâîðîòå, ëþáûå äâå ñîñåäíèõ áóñèíêè äîëæíû
èìåòü îäèí è òîò æå öâåò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå áóñèíêè òàêîé ðàñêðàñêè èìåþò
îäèí öâåò, îòêóäà |Xτ | = 3. Òî æå ðàññóæäåíèå îòíîñèòñÿ è ê ýëåìåíòó τ 5, ñëåäîâà-

òåëüíî |Xτ5| = 3 (âîîáùå, âçàèìíî îáðàòíûå ýëåìåíòû ãðóïïû âñåãäà ñîõðàíÿþò îäíè
è òå æå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà).

Â îáùåì ñëó÷àå, òå áóñèíêè, êîòîðûå ýëåìåíò ãðóïïû ïåðåñòàâëÿåò ïî öèêëó,
èìåþò îäèí è òîò æå öâåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò ãðóïïû ñîõðàíÿåò ðàñ-
êðàñêó. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî öâåòîâ, êîòîðûå íàäî âûáðàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàñêðàñêè,
ñîõðàíÿåìîé ýëåìåíòîì ãðóïïû, ðàâíî êîëè÷åñòâó íåçàâèñèìûõ öèêëîâ â ïåðåñòàíîâ-
êå, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ýëåìåíòó (ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ öèêëû äëèíû 1, êîòîðûå
íå âûïèñàíû â òàáëèöå 1). Äëÿ ýëåìåíòà α ∈ G îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç c(α). Òàê
êàê ïî óñëîâèþ áóñèíêè ìîæíî êðàñèòü â îäèí èç òðåõ öâåòîâ, òî c(α) öâåòîâ ìîæíî

âûáðàòü 3c(α) ñïîñîáàìè. Òàêèì îáðàçîì, 3c(α) � ýòî è åñòü êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê, íå
ìåíÿþùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ýëåìåíòà α. Ïîëó÷èì:

|Xτ | = |Xτ5 | = 31

|Xτ2| = |Xτ4 | = 32

|Xστ | = |Xστ3| = |Xστ5| = 34

|Xτ3| = |Xσ| = |Xστ2| = |Xστ4| = 33

Íàêîíåö, ïî ëåììå Áåðíñàéäà êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ áóñ (÷èñëî îðáèò) ðàâíî

1

12
(36 + 2 · 31 + 2 · 32 + 3 · 34 + 4 · 33) = 92.

�

4. Çàäà÷è î ðàñêðàñêàõ: îáùèå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàáëþäåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà áóäóò àêêóðàòíî ñôîðìó-
ëèðîâàíû è äîêàçàíû äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêàõ, òàê ÷òî ðåøåíèå òàêèõ
çàäà÷ áóäåò ïî÷òè ïîëíîñòüþ àëãîðèòìèçèðîâàíî.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü I � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à C � ìíîæåñòâî öâåòîâ. Ðàñ-
êðàñêîé ìíîæåñòâà I íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ èç I â C. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàñêðàñîê îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç CI (ýòî ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ôóíêöèé èç I â

C, îòðàæàþùåå òîò ôàêò, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ôóíêöèé ðàâíî |C||I|).
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Ëåììà-Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü G ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå I. Òîãäà
ôîðìóëà

gf(i) = f(g−1i),

ãäå g ∈ G, i ∈ I, à f ∈ CI , çàäàåò äåéñòâèå G íà CI .

Äîêàçàòåëüñòâî. (gh)f(i) = f
(
(gh)−1i

)
= f

(
h−1g−1i

)
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

g(hf)(i) = hf
(
g−1i

)
= f

(
h−1g−1i

)
, ÷òî äîêàçûâàåò âòîðîå ñâîéñòâî èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.

Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî. �

Êàê áûëî ñêàçàíî â ïàðàãðàôå 1, äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå I çàäàåò ãîìî-
ìîðôèçì ϕ : G→ S(I).

Ëåììà 4.3. Äëÿ ýëåìåíòà g ∈ G è ôóíêöèè f ∈ CI ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

(1) gf = f ;
(2) f(i) = f(gni) äëÿ âñåõ i ∈ I è n ∈ Z;
(3) Åñëè i, j ∈ I ëåæàò â îäíîì öèêëå â öèêëè÷åñêîé çàïèñè ïåðåñòàíîâêè ϕ(g),

òî f(i) = f(j) (â òåðìèíîëîãèè çàäà÷è î áóñàõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ìåñòà
èç îäíîãî öèêëà ïîêðàøåíû â îäèíàêîâûé öâåò).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòû i, j ∈ I ëåæàò â îäíîì öèêëå â öèêëè÷åñêîé çàïèñè ïåðå-
ñòàíîâêè ϕ(g) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j = gni äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñîñåäíèå ýëåìåíòû öèêëà ïî îïðåäåëåíèþ öèêëè÷åñêîé çàïèñè ïåðåâîäÿòñÿ
äðóã â äðóãà ýëåìåíòàìè g è g−1. Ïîýòîìó (2) ⇐⇒ (3).

Åñëè gf = f , òî è g−1f = f , è ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî gnf = f
äëÿ âñåõ öåëûõ n. Òîãäà f(i) = g−nf(i) = f(gni). Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî (2), òî
f(i) = f(g−1i) = gf(i), ò. å. f = gf . �

Çàìå÷àíèå 4.4. Òåîðåòè÷åñêè ïóíêò 3 ïîñëåäíåé ëåììû èìååò ñìûñë âñåãäà, õîòÿ
äëÿ ïðèëîæåíèé èíòåðåñíî ðàññìàòðèâàòü öèêëè÷åñêóþ çàïèñü ïåðåñòàíîâêè òîëüêî
åñëè ìíîæåñòâî I êîíå÷íî. Èíà÷å èëè öèêëîâ áóäåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî, èëè õîòÿ áû
îäèí öèêë áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íóþ äëèíó.

Êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 3.1 îáîçíà÷èì ÷åðåç c(σ) êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ öèê-
ëîâ â çàïèñè ïåðåñòàíîâêè σ (ñ÷èòàÿ öèêëû äëèíû 1).

Ñëåäñòâèå 4.5. Êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê èç CI , êîòîðûå ñîõðàíÿåò äàííûé ýëåìåíò
g ∈ G ðàâíî |C|c(ϕ(g)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈g〉i îðáèòó ýëåìåíòà i ïîä äåéñòâèåì öèêëè÷åñêîé
ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé g (î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì óïîðÿäî÷åííûå
ýëåìåíòû òàêîé îðáèòû � ýòî è åñòü öèêë ïåðåñòàíîâêè ϕ(g)). Ïóñòü Q � ìíîæåñòâî
ðàçëè÷íûõ îðáèò. Åñëè gf = f , òî èç ëåììû èçâåñòíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû îäíîé îðáèòû
îòîáðàæàþòñÿ â îäíî è òî æå ïîä äåéñòâèåì ôóíêöèè f . Ïîýòîìó f îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ ôóíêöèåé f̃ : Q→ C, ãäå f̃(〈g〉i) = f(i). Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî
(
CI
)g

áèåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà ìíîæåñòâî CQ, à çíà÷èò ýòè ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêî-
âîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Êîëè÷åñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Q â C ðàâíî |C||Q|, ïðè ýòîì
|Q| = c(ϕ(g)), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê ïðè ïîìîùè ëåì-
ìû Áåðíñàéäà äîñòàòî÷íî óìåòü íàõîäèòü öèêëè÷åñêèé òèï êàæäîé ïåðåñòàíîâêè. Â
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íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ýòî ìîæíî äåëàòü, íå âûïèñûâàÿ ñàìè ýëåìåíòû. Ðàññìîòðèì âî-
ïðîñ: êàê, çíàÿ öèêëè÷åñêèé òèï ïåðåñòàíîâêè σ, íàéòè öèêëè÷åñêèé òèï ïåðåñòàíîâêè
σn íå âû÷èñëÿÿ åå.

Ëåììà 4.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû k, à ÍÎÄ(k, n) = d. Òîãäà
ïåðåñòàíîâêà σn ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì d öèêëîâ äëèíû k/d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i, íå ÿâëÿþùåãîñÿ íåïîäâèæíûì
îòíîñèòåëüíî σ, ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì òàêèì, ÷òî σki = i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
m � íàèìåíüøåå ÷èñëî, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì (σn)mi = i. Òîãäà mn äåëèòñÿ íà k (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå d′ = ÍÎÄ(k,mn) < k, à èç ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÍÎÄ ñëåäóåò,

÷òî σd
′
i = i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè k). Ñëåäîâàòåëüíî, m äîëæíî äåëèòñÿ

íà k/d. Èç ìèíèìàëüíîñòè m ïîëó÷àåì, ÷òî m = k/d. Òàêèì îáðàçîì, â öèêëè÷åñêîé
çàïèñè ïåðåñòàíîâêè σn ëþáîé íå íåïîäâèæíûé ýëåìåíò i ëåæèò â öèêëå äëèíû k/d.
Òàê êàê âñåãî òàêèõ ýëåìåíòîâ k øòóê, à êàæäûé öèêë ñîñòîèò èç k/d ýëåìåíòîâ, òî σ

n

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì d öèêëîâ. �

Äðóãèì ñîîáðàæåíèåì, ïîìîãàþùèì îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ
â çàïèñè íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè σ, ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè. Ñ
ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ ïåðåñòàíîâêè σ íàçûâàåòñÿ
íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé öèêëîâ, ò. å. ïîäìíîæåñòâî Iσ ⊆ I, ïåðåñåêàþùååñÿ ñ êàæäûì
öèêëîì ïî îäíîìó ýëåìåíòó. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî i ∈ I ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå öåëîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî σni ∈ Iσ. Åñòåñòâåííî, êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ â ðàçëîæåíèè σ ðàâíî |Iσ|.

Íåôîðìàëüíî, ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü � ýòî òàêîå ïîäìíîæåñòâî â I, ÷òî ðàñ-
êðàñêè ýòîãî ïîìíîæåñòâà îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ðàñêðàñêàì, íåïîäâèæíûì ïî
äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ σ. Íàïðèìåð, åñëè I � ýòî ìíîæåñòâî ìåñò â ìàòðèöå 5× 5,
à σ � ïîâîðîò íà 90◦, òî â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ìîæíî âçÿòü íàáîð ìåñò
ñ íîìåðàìè (1, 1); (1, 2); (1, 3); (2, 1); (2, 2); (2, 3); (3, 3). Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïîêðà-
ñèòü ýòè ìåñòà â ëþáûå öâåòà, à öâåòà îñòàëüíûõ ìåñò óçíàòü, ïîâîðà÷èâàÿ ýòîò íàáîð
íà 90◦, 180◦ è 270◦.

5. Çàäà÷à î êîìïîñòåðå

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà ïðèâåäåì ñëîæíóþ çàäà÷ó, ïðè ðåøåíèè êîòî-
ðîé êðîìå ëåììû Áåðíñàéäà ïðèäåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ åùå è ïðèíöèïîì âêëþ÷åíèÿ�
èñêëþ÷åíèÿ.

Â 1980-å ãîäû ñèñòåìà îïëàòû ïðîåçäà â îáùåñòâåíîì òðàíñïîðòå áûëà ñëåäóþ-
ùåé: ïàññàæèð ïîêóïàë (çàðàíåå) òàëîíû íà ïðîåçä, à ïðè âõîäå â òðàíñïîðò äîëæåí
áûë ïðîáèòü â íåì äûðêè ñ ïîìîùüþ êîìïîñòåðà, êîòîðûé âèñåë íà ñòåíå. Êîìïîñòåð
ïðîáèâàë íåñêîëüêî äûðîê â ïðÿìîóãîëüíèêå m × n (ïî-ìîåìó 4 × 5, íî ÿ òî÷íî íå
ïîìíþ). Ïðè ýòîì ïàññàæèð ìîã âñòàâèòü òàëîí â êîìïîñòåð ëþáîé ñòîðîíîé (ò. å.
äîïóñêàëèñü ïîâîðîòû íà 90◦, 180◦ è 270◦, à òàêæå îñåâûå ñèììåòðèè). Êðîìå òîãî,
îí ìîã ñäâèíóòü òàëîí íåìíîãî â ñòîðîíó ñ îäíèì óñëîâèåì, ÷òîáû âñå äûðêè áûëè
ïðîáèòû.

Çàäà÷à 5.1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êîìïîñòåðîâ, êîòîðûå ïðîáèâàåò ðàçëè÷èìûå êîì-
áèíàöèè äûðîê?

Ðåøåíèå. To appear. �
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6. Ãðóïïà âðàùåíèé êóáà

Äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàíòîâ çàäàíèÿ ïðî êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê íåîáõîäèìû ñâåäåíèÿ
ïðî ïðåäñòàâëåíèå ïåðåñòàíîâêàìè ýëåìåíòîâ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ãðóïï. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû óðàâíÿòü ñëîæíîñòü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ, íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ ïðî ãðóïïó
âðàùåíèé êóáà ïðèâîäÿòñÿ â ýòîì ïàðàãðàôå.

Èçâåñòíî (ïðèíèìàåì ýòî áåç äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî âðàùåíèå êóáà îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé åãî áîëüøèõ äèàãîíàëåé, è êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà äèàãî-
íàëåé ðåàëèçóåòñÿ êàêèì-òî âðàùåíèåì. Òàê êàê ó êóáà 4 áîëüøèõ äèàãîíàëåé, òî ñêà-
çàííîå âûøå îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà âðàùåíèé êóáà èçîìîðôíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå
S4. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðî ðàñêðàñêó âåðøèí (ãðàíåé, ðåáåð) êóáà íåîáõîäèìî ðåà-
ëèçîâàòü ýòó ãðóïïó â ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê âåðøèí (ãðàíåé, ðåáåð), ò.å. â ãðóïïå S8

(ñîîòâåòñòâåííî, S6, S12). ×àñòè÷íî ýòà çàäà÷à è ðåøåíà â ïðèâåäåííîé íèæå òàáëèöå.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåðøèí, áîëüøèõ äèàãîíàëåé,

ãðàíåé è ðåáåð êóáà A1A2A3A4A5A6A7A8.

A1���A2���
A4�����

A3���
A5�����

A6���
A8�����

A7���

Îáîçíà÷èì áîëüøèå äèàãîíàëè:

d1 = A1A7, d2 = A2A8, d3 = A3A5, d4 = A4A6;

ãðàíè

f1 = A1A2A3A4, f2 = A1A2A6A5, f3 = A2A3A7A6,

f4 = A3A4A8A7, f5 = A4A1A5A8, f6 = A1A2A3A4;

è ðåáðà:

e1 = A1A2, e2 = A2A3, e3 = A3A4, e4 = A4A1, e5 = A1A5, e6 = A2A6,

e7 = A3A7, e8 = A4A8, e9 = A5A6, e10 = A6A7, e11 = A7A8, e12 = A8A5.

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå âñå ïåðåñòàíîâêè çàïèñàíû â öèêëè÷åñêîé ôîðìå, ò.å.
(d1d2d3) îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå âðàùåíèå ïåðåìåùàåò äèàãîíàëü d1 â d2, d2 â d3, d3 â
d1, à d4 îñòàâëÿåò íà ìåñòå (âðàùåíèå êóáà âîêðóã äèàãîíàëè d4).
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S4 (äèàã.) S8 (âåðøèíû) S6( ãðàíè) S12 (ðåáðà)

e e e e

(d1d2) (A1A2)(A7A8)(A4A6)(A3A5) (f1f2)(f3f5)(f4f6) (e2e5)(e3e9)(e4e6)(e7e12)(e8e10)

(d1d3) (A1A5)(A3A7)(A4A6)(A2A8) (f1f6)(f2f5)(f3f4) (e1e12)(e2e11)(e3e10)(e4e9)(e6e8)

(d1d4) (A1A4)(A7A6)(A2A8)(A3A5) (f1f5)(f2f4)(f3f6) (e1e8)(e2e12)(e3e5)(e6e11)(e7e9)

(d2d3) (A2A3)(A5A8)(A4A6)(A1A7) (f1f3)(f2f4)(f5f6) (e1e7)(e3e6)(e4e10)(e5e11)(e8e9)

(d2d4) (A2A6)(A4A8)(A3A5)(A1A7) (f1f6)(f2f3)(f4f5) (e1e10)(e2e9)(e3e12)(e4e11)(e5e7)

(d3d4) (A3A4)(A5A6)(A2A8)(A1A7) (f1f4)(f3f5)(f2f6) (e1e11)(e2e8)(e4e7)(e5e10)(e6e12)

(d1d2)(d3d4)

(d1d3)(d2d4)

(d1d4)(d2d3)

(d1d2d3) σ

(d1d3d2)

(d1d2d4)

(d1d4d2)

(d1d3d4)

(d1d4d3)

(d2d3d4)

(d2d4d3)

(d1d2d3d4) τ

(d1d4d3d2)

(d1d3d2d4)

(d1d4d2d3)

(d1d2d4d3)

(d1d3d4d2)

Åñëè Âàì êàæåòñÿ, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü êëåòîê òàáëèöû íå çàïîëíåíû, òî Âû îøè-
áàåòåñü: çàïîëíåíî äàæå ñëèøêîì ìíîãî! Äåëî â òîì, ÷òî âñå îñòàëüíûå êëåòêè ëåãêî
çàïîëíèòü áåç âñÿêîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî âîîáðàæåíèÿ, êàðòèíêè êóáà è ò.ï. Äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî óìåòü ïåðåìíîæàòü ïåðåñòàíîâêè. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî ÷òîáû çàïîëíèòü
êëåòêó ñ áóêâîé σ äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ïåðåñòàíîâêó (d1d2d3) â ïðîèçâåäåíèå òðàíñ-
ïîçèöèé (d1d2d3) = (d1d2)(d2d3), ïîñëå ÷åãî ïåðåìíîæèòü ïåðåñòàíîâêè, ñòîÿùèå â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà:
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σ = (e2e5)(e3e9)(e4e6)(e7e12)(e8e10) · (e1e7)(e3e6)(e4e10)(e5e11)(e8e9) =
= (e1e12e7)(e2e5e11)(e3e4e8)(e6e9e10).

Äëÿ ïðèìåðà íàéäåì åùå ïåðåñòàíîâêó τ . Òàê êàê (d1d2d3d4) = (d1d2d3)(d3d4), òî

τ = σ · (e1e11)(e2e8)(e4e7)(e5e10)(e6e12) = (e1e2e3e4)(e5e6e7e8)(e9e10e11e12).

Äàííîå ïðàâèëî çàïîëíåíèÿ òàáëèöû ïîñòðîåíî íà ñëåäóþùåì ñîîáðàæåíèè.
Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G âðàùåíèé êóáà â ãðóïïàõ Sn íåñîìíåííî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì αk : G → Sn, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âûïîëíåíèþ âðàùåíèé î÷åâèäíî
ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ïåðåñòàíîâîê (çäåñü k = 1, 2, 3, 4 îáîçíà-
÷àåò íîìåð ñòîëáöà, à n = 4, 8, 6, 12, ñîîòâåòñòâåííî). Òàê êàê îòîáðàæåíèå èç G â
ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê áîëüøèõ äèàãîíàëåé (êîòîðóþ ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ S4) ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì (êàê ðàç ýòîò ôàêò ìû ïðèíÿëè áåç äîêàçàòåëüñòâà), òî ñóùåñòâóåò
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ϕ : S4 → G òàêæå ÿâëÿþùååñÿ èçîìîðôèçìîì. Òîãäà îòîáðàæå-
íèå, ψk : S4 → Sn ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ãîìîìîðôèçìîâ ψk = αk ◦ ϕ, ïîýòîìó òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðèìåð,

τ = ψ4

(
(d1d2d3d4)

)
= ψ4

(
(d1d2d3)(d3d4)

)
= ψ4

(
(d1d2d3)

)
ψ4

(
(d3d4)

)
= σ · η

ãäå η = (e1e11)(e2e8)(e4e7)(e5e10)(e6e12) � ýëåìåíò 4-ãî ñòîëáöà, ñòîÿùèé â òîé æå ñòðîêå,
÷òî è (d3d4).

Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ ψk ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè, òî, â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòû
îäíîé ñòðîêè èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê, ÷òî î÷åíü ïîìîãàåò ïðè ïðîâåðêå ïåðåìíî-
æåíèÿ ïåðåñòàíîâîê. Íàïðèìåð, ìîæíî áûëî çàðàíåå ñêàçàòü áåç âñÿêèõ âû÷èñëåíèé,
÷òî ïåðåñòàíîâêà σ áóäåò ïðîèçâåäåíèåì 3-öèêëîâ. Ýòî ñîîáðàæåíèå è òîò ôàêò, ÷òî
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêàõ âàæíî òîëüêî êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, íà-
äåþñü, íå ïîçâîëèò Âàì îøèáèòüñÿ.

Çàìå÷àíèå 6.1. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåñòàíîâîê â òàáëèöå öèêëû äëèíû 1 íå âûïèñàíû,
êàê ýòî ïðèíÿòî äåëàòü. Îäíàêî ïðè ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ýòè
öèêëû íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü. Íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêà (e2e5)(e3e9)(e4e6)(e7e12)(e8e10)
èç ãðóïïû S12 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì 7 íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.
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