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1 Ïðàêòèêà 1. Îñòîâíûå äåðåâüÿ

1.1 Ïðàêòèêà

1. Ïóñòü äàí âçâåøåííûé ñâÿçíûé íåîðãðàô G = 〈V,E〉 ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé s. Âñå âåñà ïîëî-
æèòåëüíû è ðàçëè÷íû. Ìîãóò ëè êàêîå-ëèáî ìèíèìàëüíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî â G è êàêîå-ëèáî
äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç s íå èìåòü íè îäíîãî îáùåãî ðåáðà? Åñëè äà, ïðèâåäèòå ïðèìåð.
Åñëè íåò, äîêàæèòå, ÷òî òàêîãî íå ìîæåò áûòü.

2. Â ñòðàíå n àýðîïîðòîâ. Ñàìîëåò ìîæåò ñäåëàòü ïåðåëåò èç àýðîïîðòà i â àýðîïîðò j, èçðàñõîäî-
âàâ wij ãîðþ÷åãî. Ïðè ýòîì wij = wji, è wii = 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíûé ðàçìåð áàêà,
ïîçâîëÿþùèé äîáðàòüñÿ ñàìîëåòó èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé, âîçìîæíî ñ äîçàïðàâêàìè. Ðåøèòü
çà O(n2).

3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ïîêðûâàþùåãî äåðåâà (àëãîðèòì Áîðóâ-
êè):

• Ïîêà â ãðàôå áîëüøå îäíîé âåðøèíû:

� Äëÿ êàæäîé âåðøèíû íàéäåì ñàìîå ëåãêîå èíöåäåíòíîå åé ðåáðî è äîáàâèì åãî â ìíî-
æåñòâî S (îäíî è òî æå ðåáðî ìîæåò áûòü âûáðàíî äâàæäû).

� Äîáàâèì âñå ðåáðà èç ìíîæåñòâà S â îòâåò.

� Ñòÿíåì ãðàô ïî ðåáðàì èç S.

Äîêàæèòå, ÷òî òàêîé àëãîðèòì íàéäåò ìèíèìàëüíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî â ñëó÷àå, åñëè âåñà âñåõ
ðåáåð â ãðàôå ðàçëè÷íû, ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáîòû áóäåò O(E log V ).

Ïðèäóìàéòå, êàê ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì, åñëè âîçìîæíû ðàâíûå âåñà.

4. (a) Ïîñòðîéòå ïðèìåð äëÿ àëãîðèòìà Áîðóâêè, íà êîòîðîì îí äåëàåò Θ(log n) ôàç.

(b) Ïîñòðîéòå ïðèìåð äëÿ àëãîðèòìà Áîðóâêè, íà êîòîðîì îí äåëàåò Θ(1) ôàç.

5. Íàéòè âî âçâåøåííîì íåîðãðàôå òàêîé öèêë, ÷òî ìàêñèìàëüíûé âåñ ðåáðà ýòîãî öèêëà ìèíèìà-
ëåí. O((V + E) logE).

6. Äàí âçâåøåííûé ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàôG = 〈V,E〉 è íåêîòîðîå ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå
äåðåâî íà í¼ì. Ïóñòü íåêîòîðîãî ðåáðà e ∈ E èçìåíèëñÿ âåñ. Ïî ãðàôó, îñòîâíîìó äåðåâó, ðåáðó
e è åãî íîâîìó âåñó íàéäèòå íîâîå ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî çà O(V + E).

7. Ïóñòü âñå ðåáðà ãðàôà èìåþò ðàçëè÷íûé âåñ. Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî
åäèíñòâåííî.

8. Ïóñòü äàíû âçâåøåííûé íåîðãðàô ñ íååäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì îñòîâíûì äåðåâîì è êàêîé-
òî èç åãî ìèíèìàëüíûõ îñòîâîâ. Íàéäèòå ìèíèìàëüíûé îñòîâ ãðàôà, îòëè÷íûé îò äàííîãî.
O(E log V ).

9. Ïðîâåðèòü, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïî âåñó îñòîâíîå äåðåâî åäèíñòâåííî. O(E log V ).

10. Íàéäèòå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ âòîðîå ïî âåñó îñòîâíîå äåðåâî â íåîãðàôå.

11. Äàí âçâåøåííûé îðãðàô, ïîñòðîéòå îðèåíòèðîâàííîå ê êîðíþ îñòîâíîå äåðåâî ñ êîðíåì â âåðøèíå
1 ìèíèìàëüíîãî âåñà.
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1.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Ïî íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó è åãî ìèíèìàëüíîìó îñòîâíîìó äåðåâó íàéäèòå âòîðîå îñòîâíîå
äåðåâî (ò.å. ñàìîå ëåãêîå îñòîâíîå äåðåâî èç íåñîâïàäàþùèõ ñ äàííûì â óñëîâèÿõ ìèíèìàëüíûì;
äåðåâüÿ ñðàâíèâàþòñÿ êàê ìíîæåñòâà ðåáåð).

(a) O(V 2 + E).

(b) O(E log V ).

2. Ïóñòü äàí ñâÿçíûé âçâåøåííûé íåîðãðàô, áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî ðåáðà â ïîðÿäêå íåâîçðàñòà-
íèÿ âåñà è óäàëÿòü òåêóùåå ðåáðî, åñëè ñâÿçíîñòü ãðàôà ïðè ýòîì íå íàðóøàåòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
ýòîò àëãîðèòì íàõîäèò ìèíèìàëüíûé îñòîâ, èëè ïðèäóìàéòå êîíòðïðèìåð.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé âåñ ðåáðà íà ïóòè ìåæäó ïàðîé âåðøèí â ìèíèìàëüíîì îñòîâå
ãðàôà G íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîãî ìèíèìàëüíîãî îñòîâà G.

4. Ïóñòü â ñâÿçíîì íåîðãðàôå ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî âåðøèí, íàçûâàå-
ìûõ òåðìèíàëàìè. Äåðåâî Øòåéíåðà ýòî ñâÿçíûé ïîäãðàô èñõîäíîãî ãðàôà ìèíèìàëüíîãî âåñà,
ñîäåðæàùèé âñå òåðìèíàëû.

(a) Ïîêàæèòå, ÷òî íà ïîëíîì ãðàôå ñ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ
2-ïðèáëèæåíèåì äëÿ äåðåâà Øòåéíåðà: óäàëèì âñå âåðøèíû, êðîìå òåðìèíàëîâ, è âîçüìåì
ìèíèìàëüíûé îñòîâ.

(b) Ïðèäóìàéòå 2-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ äåðåâà Øòåéíåðà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî
íåîðãðàôà. O(V 3).

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

5. Âòîðîå îñòîâíîå äåðåâî lvl. 2

Äàí âçâåøåííûé ñâÿçíûé íåîðãðàô G, âåñ åãî ìèíèìàëüíîãî îñòîâà ðàâåí w. Íàéäèòå çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ ìèíèìàëüíûé ïî âåñó ñðåäè òàêèõ îñòîâîâ G, âåñ êîòîðûõ ñòðîãî ïðåâîñõîäèò
w.

6. Åñòü âçâåøåííûé íåîðãðàô. Íàéòè ïóòü èç s â t òàêîé, ÷òî ñóììà òð¼õ ìàêñèìàëüíûõ ðåáåð íà
ïóòè ìèíèìàëüíà. O((n+m) · poly(log)).
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2 Ïðàêòèêà 10. AVL äåðåâüÿ

2.1 Ïðàêòèêà

1. Ïóñòü âàì äàíû äâà AVL-äåðåâà T1 è T2. Ïðèäóìàéòå, êàê ïîñòðîèòü AVL-äåðåâî T , ÿâëÿþùååñÿ
îáúåäèíåíèåì äåðåâüåâ T1 è T2 çà âðåìÿ:

(a) O(h(T1)× size(T2))

(b) O(size(T1) + size(T2))

2. Äàíî äâîè÷íîå äåðåâî, â êîòîðîì AVL-ñâîéñòâî âûïîëíåíî âåçäå, êðîìå êîðíÿ.

(a) Ïóñòü root.l.h = root.r.h + 3. Êàê âîññòàíîâèòü AVL-ñâîéñòâî âñþäó çà O(1)?

(b) Ïóñòü root.l.h = root.r.h + k. Êàê âîññòàíîâèòü AVL-ñâîéñòâî âñþäó çà O(k)?

3. Ïðèäóìàéòå merge äëÿ AVL-äåðåâüåâ çà O(log n).

4. Ïðèäóìàéòå split äëÿ AVL-äåðåâüåâ çà O(log2 n).

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèäóìàííûé split íà ñàìîì äåëå ðàáîòàåò çà O(log n).

6. Ïóñòü äàíî AVL-äåðåâî T , êëþ÷ k è ÷èñëî n. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì, êîòîðûé âûâåäåò n ýëåìåí-
òîâ, ñëåäóþùèõ çà k, çà âðåìÿ O(h(T ) + n).

7. Óìåíüøèòå êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè â AVL-äåðåâå äî äâóõ áèò íà âåðøèíó.

8. Ïðèäóìàéòå ñòðóêòóðó äàííûõ, ïîçâîëÿþùóþ online çà O(log n) îòâå÷àòü íà ñëåäóþùèå çàïðîñû:

• äîáàâèòü ýëåìåíò x

• óäàëèòü ýëåìåíò x

• íàéòè i-ûé ïî ïîðÿäêó ýëåìåíò

• íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà x

9. Çàäà÷à �âñòàâêà êëþ÷à�: èçíà÷àëüíî âñå ÿ÷åéêè ïóñòû, òðåáóåòñÿ online çà O(log n) îáðàáàòûâàòü
çàïðîñû: 1) Insert(i, x) � âñòàâèòü x â ÿ÷åéêó i. Åñëè i-ÿ ÿ÷åéêà çàíÿòà, âñå ÿ÷åéêè, íà÷èíàÿ
ñ i-é, ñäâèãàþòñÿ âïðàâî; 2) Óçíàòü ýëåìåíò íà ïîçèöèè i
Ïðèìåð: (5, 1); (5, 2); (5, 3); (1, 7); (1, 8); (2, 9)→ 8, 9, 7, 0, 3, 2, 1.

10. Çàïðîñû online çà O(log n):

• äîáàâèòü ïàðó 〈x, y〉
• óäàëèòü ïàðó 〈x, y〉
• ïîñ÷èòàòü ñóììó y ïî âñåì ïàðàì òàêèì, ÷òî l ≤ x ≤ r

11. Çàïðîñû online çà O(log n):

• äîáàâèòü ïàðó 〈x, y〉
• ïîñ÷èòàòü ñóììó y ïî âñåì ïàðàì òàêèì, ÷òî l ≤ x ≤ r
• ïîñ÷èòàòü ñóììó x ïî âñåì ïàðàì òàêèì, ÷òî l ≤ y ≤ r

12. Çàïðîñû online çà O(log n):

• add(i, x)

• del(i)

• add(l, r, value) � äîáàâèòü value êî âñåì x, äëÿ êîòîðûõ l ≤ i ≤ r
• sum(l, r) � ñóììà âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ l ≤ i ≤ r
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2.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Âåðøèíà äåðåâà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåáåíêîì, åñëè ó åå ðîäèòåëÿ òîëüêî îäèí ðåáåíîê (êî-
ðåíü åäèíñòâåííûì ðåáåíêîì íå ÿâëÿåòñÿ). Îïðåäåëèì äëÿ äåðåâà ñòåïåíü îäèíî÷åñòâà LR òàêèì
îáðàçîì:

LR(T ) = ( Êîëè÷åñòâî åäèíñòâåííûõ äåòåé â T )/( Êîëè÷åñòâî âåðøèí â T ).

(a) Ïîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì íåíóëåâîì AVL-äåðåâå T LR(T ) ≤ 1
2 .

(b) Ïðàâäà ëè, ÷òî åñëè LR(T ) ≤ 1
2 , òî h(T ) ≤ log size(T )?

(c) Ïóñòü â äåðåâå T åñòü âñåãî Θ(size(T )) åäèíñòâåííûõ äåòåé è âñå îíè � ëèñòüÿ. Ïðàâäà ëè,
÷òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî äåðåâà h(T ) ≤ log size(T )?

2. Ïîêàæèòå, ÷òî:

(a) Äîáàâëåíèå â AVL-äåðåâî òðåáóåò O(1) âðàùåíèé.

(b) Óäàëåíèå èç AVL-äåðåâà ìîæåò ïîòðåáîâàòü Ω(log n) âðàùåíèé.

3. Ïóñòü â îáû÷íîå íåñáàëàíñèðîâàííîå áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà äîáàâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû â
ïîðÿäêå x1, x2, . . . , xn. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì, ïîääåðæèâàþùèé äëÿ ýòîãî äåðåâà ìàññèâ èç îòöîâ
âñåõ åãî âåðøèí è ðåàëèçóþùèé äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â äåðåâî âìåñòå ñ îáíîâëåíèåì ìàññèâà
îòöîâ çà O(log n).

4. Ïðèäóìàéòå, êàê ðåàëèçîâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ, ïîääåðæèâàþùóþ íåïðåðûâíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýëåìåíòîâ ñî ñëåäóþùèìè îïåðàöèÿìè:

• âñòàâêà ýëåìåíòà íà i-þ ïîçèöèþ (åñëè îíà çàíÿòà, ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ i-ãî, ñäâèãàþòñÿ),

• ïîëó÷åíèå ýëåìåíòà, ñòîÿùåãî íà i-é ïîçèöèè,

• ðàçâåðíóòü êóñîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû k, íà÷èíàþùèéñÿ ñ ýëåìåíòà i, çàäîì íàïåðåä.

Âðåìÿ îáðàáîòêè îïåðàöèé � O(log n).

5. Ïðèäóìàéòå, êàê ðåàëèçîâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ, ïîääåðæèâàþùóþ ñëåäóþùèå îïåðàöèè íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èç n ÷èñåë:

• Îáìåí ìåñòàìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïàð ñîñåäíèõ ÷èñåë íà çàäàííîì îòðåçêå ÷åòíîé äëèíû
(ïðèìåð: [1, 2, 3, 4, 5, 6], (2, 5)→ [1, 3, 2, 5, 4, 6]),

• Âûâîä ÷èñëà íà çàäàííîé ïîçèöèè.

Âðåìÿ ðàáîòû � O(log n) íà çàïðîñ.

6. (ãðóïïà Ìèøóíèíà) Ïðèäóìàéòå ñòðóêòóðó äàííûõ íà îñíîâå AVL äåðåâà, ïîçâîëÿþùóþ online
çà O(log n) îòâå÷àòü íà ñëåäóþùèå çàïðîñû:

• add(i, x)

• del(i)

• add(l, r, value) � äîáàâèòü ïî ìîäóëþ 5 value êî âñåì x, äëÿ êîòîðûõ l ≤ i ≤ r
• sum(l, r) � ñóììà âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ l ≤ i ≤ r
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Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

7. Íàïèøèòå íà êàêîì-íèáóäü ñòðîãî òèïèçèðîâàííîì ôóíêöèîíàëüíîì ÿçûêå ðåàëèçàöèþ äîáàâ-
ëåíèÿ â AVL äåðåâî òàê, ÷òîáû AVL-èíâàðèàíò ãàðàíòèðîâàëñÿ òèïèçàöèåé (âåðîÿòíî, äëÿ ýòîãî
ïîòðåáóåòñÿ ÿçûê ñ çàâèñèìûìè òèïàìè).

8. Ïîñòðîéòå òåñò, íà êîòîðîì íåäî-AVL-äåðåâî, êîòîðîå äåëàåò òîëüêî ìàëûå âðàùåíèÿ, äåëàåò
Θ(n2) îïåðàöèé ïîñëå n çàïðîñîâ.

Ôîðìàëüíî: èçíà÷àëüíî äåðåâî ïóñòî, íóæíî n ðàç âûçâàòü add(root, xi) äëÿ íåêîòîðîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè xi, ÷òî ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû Θ(n2).

Ëèáî äîêàæèòå, ÷òî òàêîãî òåñòà íåò.
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3 Ïðàêòèêà 3. Splay ∧ Äåêàðòîâû äåðåâüÿ

3.1 Ïðàêòèêà

1. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà êîððåêòíûå äåðåâà ïîèñêà, ïîñòðîåííûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå
êëþ÷åé, ìîæíî ïîëó÷èòü äðóã èç äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîâîðîòîâ.

2. Ìàëü÷èê Ïåòÿ âçÿë ïàðû (xi, yi) è ïîñòðîèë íà íèõ äåêàðòîâî äåðåâî. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, íà
êîòîðîì ïîëó÷åííîå äåðåâî íå ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêè îïòèìàëüíûì äëÿ êëþ÷åé xi è èõ ÷àñòîò yi.

3. Íàðèñóéòå âñå Äåêàðòîâû äåðåâüÿ, êîòîðûå ìîãóò ïîëó÷èòñÿ â ðåçóëüòàòå îïåðàöèè merge(áàìáóê
èäóùèé âëåâî-âíèç, âåðøèíà) è merge(áàìáóê èäóùèé âïðàâî-âíèç, âåðøèíà).

4. Ïðèäóìàéòå, êàê ïîñòðîèòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ Äåêàðòîâî äåðåâî ïî îòñîðòèðîâàííîìó ïî êëþ÷ó
ìàññèâó ïàð.

5. Ìîäèôèöèðóéòå Äåêàðòîâî äåðåâî òàê, ÷òîáû merge ñ îäíèì ýëåìåíòîì ðàáîòàë çà àìîðòèçèðî-
âàííûå O(1).

6. Ïóñòü ïðèîðèòåòû ñëó÷àéíû. Ïîêàæèòå, ÷òî íàëè÷èå îäèíàêîâûõ êëþ÷åé íå ïîðòèò îöåíêó íà
ìàòîæèäàíèå âûñîòû Äåêàðòîâà äåðåâà äëÿ îïåðàöèè insert.

7. Ïîïðîáóåì óëó÷øèòü êîíñòàíòó ó ñòàíäàðòíîãî insert ÷åðåç split è merge ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñíà÷àëà áóäåì ñïóñêàòüñÿ ïî äåâåâó, ïîêà íå âñòðåòèì óçåë ñ ìåíüøèì, ÷åì ó íîâîãî, ïðèîðèòåòîì,
è óæå â ýòî ïîääåðåâî ñäåëàåì ñòàíäàðòíûé insert. Â ðåçóëüòàòå âñåãäà ïîëó÷èòñÿ êîððåêòíîå
Äåêàðòîâî äåðåâî.

Ïóñòü òåïåðü ïðèîðèòåòû ñëó÷àéíû, à êëþ÷è ìîãóò áûòü îäèíàêîâûìè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñïóñêå
ó íàñ åñòü âûáîð, â êàêîå ïîääåðåâî èäòè ïðè ðàâåíñòâå êëþ÷åé. Âëèÿåò ëè ýòîò âûáîð íà îöåíêó
ìàòîæèäàíèÿ âûñîòû äåðåâà?

8. Ïîïðîáóåì ñäåëàòü Äåêàðòîâî äåðåâî ñî ñëó÷àéíûìè ïðèîðèòåòàìè ïåðñèñòåíòíûì. Ñîõðàíèòñÿ
ëè õîðîøàÿ îöåíêà íà âûñîòó?

9. Ïîïðîáóåì ñäåëàòü Splay äåðåâî ÷àñòè÷íî ïåðñèñòåíòíûì. Ïðàâäà ëè, ÷òî ìîæíî àìîðòèçàöèîííî
îöåíèòü îïåðàöèè ñ äåðåâîì çà O(log n), à îïåðàöèþ âîçâðàòà ê ïðåäûäóùåìó ñîñòîÿíèþ çà O(1)?

10. Äàí íåâûïóêëûé íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ ìíîãîóãîëüíèê èç n âåðøèí.

(a) Äàíû m òî÷åê. Çà O((m+ n) log n) äëÿ êàæäîé òî÷êè îïðåäåëèòü, âíóòðè îíà èëè ñíàðóæè.

(b) Èñïîëüçóÿ ïðåäïîäñ÷¼ò çà O(n log n) íàó÷èòüñÿ â online ïî òî÷êå çà O(log n) îïðåäåëÿòü,
âíóòðè îíà èëè ñíàðóæè.

11. Äîïóñòèì, ÷òî ìû õîòèì èñïîëüçîâàòü äåêàðòîâî äåðåâî êàê êó÷ó (ò.å. ñëó÷àéíûìè áóäóò íå
ïðèîðèòåòû, à êëþ÷è). Îöåíèòå âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèé íà òàêîé êó÷å. Ìîæíî ëè ñëèòü äâå
äåêàðòîâû êó÷è çà ëîãàðèôìè÷åñêîå âðåìÿ?

12. Ðàññìîòðèì òàêóþ íåáèíàðíóþ êó÷ó:

• �nd-min � âåðíóòü âåðõíèé ýëåìåíò

• merge � ñäåëàòü äåðåâî ñ áîëüøèì êîðíåì ñàìûì ëåâûì ðåáåíêîì äåðåâà ñ ìåíüøèì êîðíåì

• insert � merge ñ äåðåâîì èç îäíîãî ýëåìåíòà

• delete-min � óäàëèòü êîðåíü è ñëèòü îñòàëüíûå ýëåìåíòû òàêèì îáðàçîì: èäåì ñëåâà íàïðàâî,
ñëèâàÿ äåòåé ïîïàðíî (1-2, 3-4, 5-6 è ò. ä.). Ïîòîì èäåì ñïðàâà íàëåâî è ñëèâàåì âñå äåðåâüÿ
â îäíî.

Äëÿ êàæäîãî ïîääåðåâà çäåñü âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî êó÷è. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îïåðàöèè ìîæíî
àìîðòèçàöèîííî îöåíèòü êàê O(log n)
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3.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Ïóñòü splay-äåðåâî ïîääåðæèâàåò ìíîæåñòâî S. Êàæäûé ýëåìåíò xi ∈ S áûë çàïðîøåí pim ðàç,
ãäå m � îáùåå ÷èñëî çàïðîñîâ. Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî 0 < pi ≤ 1 è

∑
i pi = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

splay-äåðåâî îáðàáàòûâàåò âñå çàïðîñû çà âðåìÿ O(m ·
[
1 +

∑
i pi · log 1

pi

]
).

2. Ïðèäóìàéòå ñòðóêòóðó äàííûõ, ïîääåðæèâàþùóþ óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê S öåëûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ
óìååò îòâå÷àòü íà çàïðîñû:

• insert(x) � âñòàâèòü x â S, åñëè åãî òàì íå áûëî.

• delete(x) � óäàëèòü x èç S, åñëè îí òàì áûë.

• S[k] � âåðíóòü k-òûé ïî ïîðÿäêó ýëåìåíò èç S.

• max(l, r) � íàéòè maxl≤j<k≤r |S[j]− S[k]|. Ãàðàíòèðóåòñÿ r − l ≥ 1.

• min(l, r) � íàéòè minl≤j<k≤r |S[j]− S[k]|. Ãàðàíòèðóåòñÿ r − l ≥ 1.

Êàæäûé çàïðîñ äîëæåí îáðàáàòûâàòüñÿ çà O(log |S|).

3. Ïóñòü åñòü ïðîèçâîëüíîå splay-äåðåâî, ïîñòðîåííîå íà êëþ÷àõ 1, 2, 3 . . . n. Ïîêàæèòå, ÷òî â ðå-
çóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíûõ âûçîâîâ splay(1), splay(2), . . . splay(n) ïîëó÷èòñÿ áàìáóê.

4. Ïóñòü ïðèîðèòåòû ñëó÷àéíû, à êëþ÷è âñå ðàçíûå. Íàéäèòå ìàòîæèäàíèå êîëè÷åñòâà ëèñòüåâ â
Äåêàðòîâîì äåðåâå èç n âåðøèí (òî÷íî, à íå àñèìïòîòè÷åñêè).

5. Ïóñòü ïðèîðèòåòû ñëó÷àéíû, à êëþ÷è âñå ðàçíûå. Îáîçíà÷èì çà xk âåðøèíó Äåêàðòîâà äåðåâà,
ñîäåðæàùóþ k-òûé ïî ïîðÿäêó êëþ÷. Âñåãî â äåðåâå n âåðøèí.

(a) Ïóñòü 1 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ n. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî xj � îáùèé ïðåäîê xi è xk.

(b) Ïóñòü 1 ≤ i ≤ k ≤ n. Íàéäèòå ìàòîæèäàíèå äëèíû ïóòè ìåæäó xi è xk.

Îòâåò äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðÿäà.

6. Ò.ê. îáû÷íî ïðèîðèòåòû â Äåêàðòîâîì äåðåâå ñëó÷àéíû, òî èõ õðàíåíèå âûãëÿäèò èçáûòî÷íûì.
Ïîïðîáóåì èõ íå õðàíèòü, à âî âðåìÿ îïåðàöèè merge áóäåì äåëàòü ñëåäóþùåå: åñëè â äåðåâå
A nA ýëåìåíòîâ, à â äåðåâå B nB ýëåìåíòîâ, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ nA

nA+nB
â êà÷åñòâå êîðíÿ áóäåò

âûáðàí êîðåíü äåðåâà A, à ñ âåðîÿòíîñòþ nB

nA+nB
â êà÷åñòâå êîðíÿ áóäåò âûáðàí êîðåíü äåðåâà B

(äàëåå ñëèÿíèå ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî ñëèÿíèþ â Äåêàðòîâîì äåðåâå).

Îöåíèòå ìàòîæèäàíèå ãëóáèíû âåðøèíû â òàêîì äåðåâå.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

7. Ïðèäóìàéòå àíàëîã Äåêàðòîâà äåðåâà ñî ñëó÷àéíûìè ïðèîðèòåòàìè äëÿ õðàíåíèÿ òî÷åê íà ïëîñ-
êîñòè ñ îïåðàöèÿìè splitX, mergeX, splitY, mergeY. Âñå îïåðàöèè äîëæíû ðàáîòàòü çà o(n).

8. Äîêàæèòå ëîãàðèôìè÷åñêóþ âåðõíþþ îöåíêó íà ìàòîæèäàíèå ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíû âåðøèíû
â Äåêàðòîâîì äåðåâå ñî ñëó÷àéíûìè ïðèîðèòåòàìè.

9. C-c-c-combo!
Íàïèøèòå ïñåâäîêîä äëÿ ñòðóêòóðû, óìåþùåé îòâå÷àòü íà çàïðîñû:

• add(i, x)

• del(i)

• add(l, r, value) � äîáàâèòü value êî âñåì x, äëÿ êîòîðûõ l ≤ i ≤ r
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• set(l, r, value) � óñòàíîâèòü â value âñå x, äëÿ êîòîðûõ l ≤ i ≤ r
• sum(l, r) � ñóììà âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ l ≤ i ≤ r
• reverse(l, r) � èçìåíèòü ïîðÿäîê âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ l ≤ i ≤ r, íà îáðàòíûé

Âðåìÿ ðàáîòû âñåõ çàïðîñîâ O(log n), online.
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4 Ïðàêòèêà 100. Äåðåâüÿ è ïóòè

4.1 Ïðàêòèêà

1. Äàíû ïîäâåøåííîå äåðåâî è åãî Ýéëåðîâ îáõîä. Ïðèäóìàéòå, êàê çà O(log n) îáíîâèòü Ýéëåðîâ
îáõîä ïðè ïåðåïîäâåøèâàíèè äåðåâà çà äðóãóþ âåðøèíó (äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ îáõîäà).

2. Äàíî äåðåâî, íà âåðøèíàõ êîòîðîãî ìîãóò áûòü ïîìåòêè. Çàïðîñû: ïîìåòèòü âåðøèíó, ñíÿòü
ïîìåòêó ñ âåðøèíû, ÷èñëî ïîìå÷åííûõ âåðøèí â ïîääåðåâå. 〈O(n),O(log n)〉.

3. Äàíî äåðåâî ñ âåñàìè íà ðåáðàõ, íóæíî online îáðàáàòûâàòü çàïðîñû:

• Èçìåíèòü âåñ ðåáðà e.

• Âûâåñòè âåñ ïðîñòîãî ïóòè ìåæäó äàííîé ïàðîé âåðøèí.

O(n) íà ïðåäîáðàáîòêó, O(log n) íà çàïðîñ.

4. Äåðåâî ñ âåñàìè â âåðøèíàõ. Íóæíî íàó÷èòüñÿ online îòâå÷àòü íà çàïðîñ count(a, b, x) � êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí íà ïóòè èç a â b, ó êîòîðûõ âåñ ≥ x, åñëè:

(a) Âåñà íå ìåíÿþòñÿ. O(log n).

(b) Òåïåðü âåñà ìåíÿþòñÿ. Çàïðîñ çà O(log2 n), èçìåíåíèå âåñà çà O(log2 n).

5. Äàí ëåñ ïîäâåøåííûõ äåðåâüåâ. Íóæíî îòâå÷àòü íà ñëåäóþùèå çàïðîñû:

• Ïîäâåñèòü äåðåâî ñ êîðíåì v ê âåðøèíå u äðóãîãî äåðåâà.

• Îòðåçàòü ïîääåðåâî ñ êîðíåì â âåðøèíå v îò åå äåðåâà.

• Ïðîâåðèòü, â îäíîì ëè äåðåâå ëåæàò âåðøèíû u è v.

Âðåìÿ: O(log n).

6. Íàçîâåì ðåáðî äåðåâà òÿæåëûì, åñëè ðàçìåð ïîääåðåâà, åãî íèæíåãî êîíöà áîëüøå ëèáî ðàâåí
ïîëîâèíå ðàçìåðà ïîääåðåâà åãî âåðõíåãî êîíöà. Ïîêðîåì äåðåâî ïóòÿìè ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:
èç êàæäîé âåðøèíû, â êîòîðóþ íå âõîäèò íè îäíîãî òÿæåëîãî ðåáðà áóäåì èäòè ââåðõ, ïîêà íå
äîéäåì äî êîðíÿ, èëè ïîêà íå ïðîéäåì ïî ëåãêîìó ðåáðó. Òàêîå ïîêðûòèå íàçûâàåòñÿ ¾Heavy-
Light-Decomposition¿. Äîêàæèòå, ÷òî ïóòü èç ëþáîé âåðøèíû â êîðåíü ïåðåñåêàåò íå áîëåå ÷åì
log n ïóòåé èç ïîêðûòèÿ, ãäå n � êîëè÷åñòâî âåðøèí.

7. Äàíî äåðåâî, ó êàæäîé âåðøèíû åñòü âåñ. Çàïðîñû: èçìåíèòü âåñ âåðøèíû; íàéòè ìàêñèìóì íà
ïóòè èç u â v. 〈O(n log n),O(log2 n)〉.

8. Äàíî äåðåâî ñ âåñàìè íà ðåáðàõ, íàäî ýôôåêòèâíî îáðàáàòûâàòü çàïðîñû:

(a) min(a, b) � ìèíèìóì íà ïóòè èç âåðøèíû a â âåðøèíó b.
set(e, x) � ïðèñâîåíèå ðåáðó e âåñà x.

(b) min(a, b) � ìèíèìóì íà ïóòè èç âåðøèíû a â âåðøèíó b.
add(a, b, x) � ïðèáàâëåíèå ÷èñëà x ê âåñàì âñåõ ðåáåð íà ïóòè èç âåðøèíû a â âåðøèíó b.

9. Äàí íåâûïóêëûé íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ ìíîãîóãîëüíèê èç n âåðøèí.

(a) Äàíû m òî÷åê. Çà O((m+ n) log n) äëÿ êàæäîé òî÷êè îïðåäåëèòü, âíóòðè îíà èëè ñíàðóæè.

(b) Èñïîëüçóÿ ïðåäïîäñ÷¼ò çà O(n log n) íàó÷èòüñÿ â online ïî òî÷êå çà O(log n) îïðåäåëÿòü,
âíóòðè îíà èëè ñíàðóæè.
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4.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Äàíî äåðåâî èç n âåðøèí, ïî êîòîðîìó áåãàþò ìóðàâüè. Âàì ïîñòóïàåò m çàïðîñîâ âèäà a, b, ÷òî
îçíà÷àåò, ÷òî î÷åðåäíîé ìóðàâåé ïðîáåæàë èç âåðøèíû a â âåðøèíó b.

(a) Âûâåäèòå, ñêîëüêî ðàç ìóðàâüè ïðîáåæàëè ÷åðåç êàæäîå èç ðåáåð çà O(n + m) (Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ìû óìååì ðåøàòü LCA çà 〈O(n),O(1)〉).

(b) À òåïåðü âàì îíëàéí ïîñòóïàþò âîïðîñû ïðî êàæäîå èç ðåáåð (ýòè çàïðîñû ìîãóò ïîñòóïèòü
â ëþáîé ìîìåíò, â òîì ÷èñëå äî îêîí÷àíèÿ ìóðàâüèíûõ ïðîáåãîâ). Îáðàáîòàéòå êàæäûé èç
äâóõ òèïîâ çàïðîñîâ çà O(log2 n) ñ ïðåäïîäñ÷åòîì çà O(n log n).

(ïóíêòû "a"è "b"çäåñü ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè çàäà÷àìè)

2. Äàí âçâåøåííûé íåîðãðàô. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé ïî äëèíå îòðåçîê [l, r] âåñîâ (Wmin ≤ l ≤ r ≤
Wmax) òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî ð¼áåð ñ âåñàìè èç (l, r) íå ñîäåðæèò öèêëîâ. O((E + V ) log V ).

3. Äàí íåâûïóêëûé íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ ìíîãîóãîëüíèê èç n âåðøèí.

(a) Äàíû m òî÷åê. Çà O((m+ n) log n) äëÿ êàæäîé òî÷êè îïðåäåëèòü, âíóòðè îíà èëè ñíàðóæè.

(b) Èñïîëüçóÿ ïðåäïîäñ÷¼ò çà O(n log n) íàó÷èòüñÿ â online ïî òî÷êå çà O(log n) îïðåäåëÿòü,
âíóòðè îíà èëè ñíàðóæè.

Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå ñêàíèðóþùóþ ïðÿìóþ.

4. Äàí ëåñ ñ ïîëîæèòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè âåñàìè íà ðåáðàõ. Èñïîëüçóÿ Euler Tour Tree íà-
ó÷èòåñü îáàáàòûâàòü ñëåäóþùèå çàïðîñû:

• link(a, b, w) � ïðîâåñòè ðåáðî âåñà w ìåæäó âåðøèíàìè a è b (a è b ãàðàíòèðîâàííî ïðèíàä-
ëåæàò ðàçíûì äåðåâüÿì)

• cut(a, b) � óäàëèòü ðåáðî

• sum(a, b) � ñóììà âåñîâ ð¼áåð íà ïóòè

Âñå çàïðîñû íóæíî îáðàáàòûâàòü çà O(log n) online.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

5. Ïðèäóìàéòå ìîäèôèêàöèþ Heavy-Light-Decomposition, ïîääåðæèâàþùóþ äîáàâëåíèè íîâûõ ëè-
ñòüåâ.

(a) O(
√
n) íà äîáàâëåíèå ëèñòà, O(

√
n+ log2 n) íà çàïðîñ get.

(b) Äîáàâëåíèå çà O(log2 n). Ïîäñêàçêà: ìû õîòèì áûñòðî split-èòü è merge-èòü ïóòè.
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5 Ïðàêòèêà 101. Õåøèðîâàíèå

5.1 Ïðàêòèêà

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé èç {0, 1}n â {0, 1}m?

2. Ïðèäóìàéòå äëÿ ñòðîêè äëèíû n ïðåäïîäñ÷åò çà O(n), ïîçâîëÿþùèé:

(a) Âû÷èñëèòü çà O(1) ïîëèíîìèàëüíûé õåø ëþáîé ïîäñòðîêè.

(b) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñðàâíèòü ëþáûå äâå ïîäñòðîêè çà O(log n).

3. Íàéäèòå âñå ïåðèîäû ñòðîêè. O(n).

4. (a) Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäñòðîê â ñòðîêå. O(n2).

(b) Íàéòè ïîäñòðîêó äàííîé ñòðîêè, âñòðå÷àþùóþñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàç.

5. Íàéòè k-é â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå ñóôôèêñ â ñòðîêå.

(a) O(n log2 n).

(b) O(n log n).

6. Îïðåäåëèì ñòðîêó Òóý-Ìîðñà:

• S1 = 0

• S2 = 01

• S3 = 0110

• Sn = Sn−1(¬Sn−1)

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì âñåõ ñëåäóþùèõ. Îáîçíà÷èì êàê S∞ ñòðîêó èç
{0, 1}∞, ñîäåðæàùóþ êàæäóþ Si êàê ïðåôèêñ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïîëèíîìèàëüíûé õåø
îò Sn äëÿ íåêîòîðîãî n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðåçóëüòàò ïîëèíîìèàëüíîãî õåøèðîâàíèÿ âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ìîäóëþ 264, òî âíå çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîé êîíñòàíòû hash(S12) = hash(¬S12).

7. Íàó÷èòüñÿ èñêàòü îáðàçåö â ñòðîêå, åñëè äîïóñòèìî ðàçëè÷èå â îäèí ñèìâîë ìåæäó îáðàçöîì è
íàéäåííîé ïîäñòðîêîé. O(n logm+m).

8. Íàéòè íàèáîëüøóþ ïî äëèíå ñòðîêó, êîòîðàÿ äâàæäû áåç ïåðåêðûòèé âñòðå÷àåòñÿ â çàäàííîé
ñòðîêå. O(n log n).

9. (a) Íàéòè êîëè÷åñòâî ïîäïàëèíäðîìîâ ñòðîêè. O(n log n).

(b) Íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîäïàëèíäðîì ñòðîêè. O(n).

10. Äàíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå â èãðå ¾Æèçíü¿ â âèäå áèòîâîé ìàòðèöû N × N . Íàñ èíòåðåñóåò,
ñêîëüêî îñòàíåòüñÿ æèâûõ êëåòî÷åê íà ïîëå ïîñëå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé T � N . Äëÿ
ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü N è T ñòåïåíÿìè äâîéêè.

(a) Îïðåäåëèì ôóíêöèþ e, ñîïîñòàâëÿþùóþ òàéëó ðàçìåðà 2n × 2n êóñîê ðàçìåðà 2n−1 × 2n−1

èç åãî ñåðåäèíû íà 2n−2 øàãîâ â áóäóùåì. Ìîæíî ëè íàïèñàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ e?

(b) Ïðèäóìàéòå, êàê ñ ïîìîøüþ õåøèðîâàíèÿ ðåøèòü íàøó çàäà÷ó áûñòðåå, ÷åì íàèâíîé ñèìó-
ëÿöèåé.
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5.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Ñåìåéñòâî õýø-ôóíêöèé H = {h : X → Y } íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè:

∀x1, x2 ∈ X,x1 6= x2 : Pr
h∈H

[ h(x1) = h(x2) ] ≤ 1

|Y |

Ñåìåéñòâî õýø-ôóíêöèé H = {h : X → Y } íàçûâàåòñÿ k-íåçàâèñèìûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷-
íûõ x1, x2, · · · , xk ∈ X, äëÿ ëþáûõ, âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ y1, y2, · · · , yk ∈ Y âûïîëíÿåòñÿ:

Pr
h∈H

[
k∧
i=1

h(xi) = yi

]
=

1

|Y |k

(a) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîå 2-íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî õýø-ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå k + 1-íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî õýø-ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ k-íåçàâèñèìûì.

2. Íàéäèòå çà O(n log n) ìàêñèìàëüíûé îáùèé ïîäïàëèíäðîì äâóõ ñòðîê.

3. Íàéäèòå â ñòðîêå äëèíû n çà O(n) ñàìóþ äëèííóþ ïîäñòðîêó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâèìà êàê ñòåïåíü
íåêîòîðîé ñòðîêè äëèíû k. Ñòåïåíüþ ñòðîêè íàçûâàþò å¼ êîíêàòåíàöèþ ñ ñîáîé íåñêîëüêî ðàç.

4. Áóäåì íàçûâàòü äâà äåðåâà èçîìîðôíûìè, åñëè íà êàæäîé ãëóáèíå ïåðâîãî äåðåâà ìîæíî òàê
ïåðåíóìåðîâàòü âåðøèíû, ÷òî ð¼áðà ñîâïàäóò ñ ð¼áðàìè âòîðîãî äåðåâà.

Ïóñòü äàíû äâà êîðíåâûõ äåðåâà, áîëüøîå T è ìàëåíüêîå t. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ âåðøèíó x
äåðåâà T , ÷òî ïîääåðåâî, èíäóöèðîâàííîå âåðøèíîé x, è t èçîìîðôíû.

(a) Ïðè ïðîâåðêå íà èçîìîðôèçì ïîðÿäîê äåòåé âàæåí, òðåáóåìîå âðåìÿ ðàáîòû O(n).

(b) Ïðè ïðîâåðêå íà èçîìîðôèçì ïîðÿäîê äåòåé íå âàæåí, òðåáóåìîå âðåìÿ ðàáîòû O(n log(n)).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàíû èäåàëüíûå õåø-ôóíêöèè äëÿ ñïèñêîâ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

5. Íàïèøèòå íà Haskell îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íîãî ñïèñêà Int-îâ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Òóý-Ìîðñà (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç çàäà÷è 6 ïðàêòèêè) S∞, òàêîå, ÷òî:

• îïðåäåëåíèå ñîäåðæèò íå áîëåå 128 ñèìâîëîâ

• ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè èç ìîäóëåé Data.List

• âû÷èñëåíèå â íîðìàëüíóþ ôîðìó genericTake n îò ñïèñêà çàíèìàåò âðåìÿ O(n).

6. Ïðèäóìàéòå ðåøåíèå çàäà÷è 4 ïðî äåðåâüÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ õåø-ôóíêöèé. Òðåáóåìîå âðåìÿ
ðàáîòû òàêîå æå.
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6 Ïðàêòèêà 110. Õåøèðîâàíèå 2

6.1 Ïðàêòèêà

1. Ïóñòü ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî âûáðàíà ôóíêöèÿ f : Fn2 → Fm2 . Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

(a) f(x) = y äëÿ ôèêñèðîâàííûõ x è y,

(b) f(x1) = f(x2) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ x1 è x2,

(c) f(x1) îòëè÷àåòñÿ îò f(x2) ðîâíî â îäíîì áèòå.

2. ßâëÿåòñÿ ëè ñåìåéñòâî èç îäíîé èäåàëüíîé õåø-ôóíêöèè:

(a) óíèâåðñàëüíûì?

(b) 2-íåçàâèñèìûì?

3. Ïîñòðîèì õýø-ôóíêöèþ h : Fn2 → Fk2 äëÿ k < n. Çàôèêñèðóåì ìàòðèöó A ðàíãà k íàä ïîëåì F2 è
âåêòîð b ∈ Fk2 . Ïóñòü

h(x) := A · x+ b.

(a) Íàéäèòå I ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè òàêîå, ÷òî |h(I)| = 1. Êàêîâà ìîùíîñòü I?

(b) Ïîñòðîéòå ñåìåéñòâî 2-íåçàâèñèìûõ õýø-ôóíêöèé H = {hi : Fn2 → Fk2}i. Äîêàæèòå, ÷òî
ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ 2-íåçàâèñèìûì.

4. Â âàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü ïàðà 2-íåçàâèñèìûõ ñåìåéñòâ õåø-ôóíêöèé A = {f : A → Fn2} è
B = {g : B → Fn2}. Ïîñòðîéòå (è äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåíî ïðàâèëüíî) óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî
õåø-ôóíêöèé, êîòîðîå:

(a) áóäåò îòïðàâëÿòü ïàðû òèïà (A,B) â Fn2 ,
(b) áóäåò îòïðàâëÿòü ìóëüòèìíîæåñòâà èç ýëåìåíòîâ òèïà A â Fn2 ,

5. Â âàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü 2-íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî õåø-ôóíêöèé, îòïðàâëÿþùåå âåêòîðû èç
R2 â F . Ïðèäóìàéòå, êàê ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî õåø-ôóíêöèé äëÿ íàáîðîâ èç n
òî÷åê ïëîñêîñòè, êîòîðîå:

(a) áóäåò ñ÷èòàòü ñäâèíóòûå íàáîðû ðàâíûìè è èìåòü îáëàñòü çíà÷åíèé Fn−1,
(b) êðîìå ñäâèãà äîïóñêàåò è ìàñøòàáèðîâàíèå (îáëàñòü çíà÷åíèé Fn−1),
(c) òàêæå äîïóñêàåòñÿ ïîâîðîò (îáëàñòü çíà÷åíèé Fn2(n−1))

6. Åñòü ìíîæåñòâî X è 2-íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî õåø-ôóíêöèé H = {f : X → Fn2}. Îïðåäåëèì
ïîõîæåñòü äâóõ ìíîæåñòâ A ⊂ X è B ⊂ X êàê

d(A,B) =
|A ∩B|
|A ∪B|

.

Ïóñòü 2n � |A ∪B|2, çàìåòèì, ÷òî:

d(A,B) ' Pr
h∈H

[minh(A) = minh(B)] .

Ñëó÷àéíî âûáðàâ èç H k õåø-ôóíêöèé, ìû ìîæåì âåðîÿòíîñòíî îöåíèòü d(A,B) ñ òî÷íîñòüþ
ïîðÿäêà 1√

k
çà O(k(|A|+ |B|)) âû÷èñëåíèé õåø-ôóíêöèé.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî íàïèñàííîå âûøå ïðàâäà (íà ñàìîì äåëå íå ñîâñåì).

(b) Ïðèäóìàéòå, êàê äîáèòüñÿ òîãî æå ðåçóëüòàòà ñ îäíîé õåø-ôóíêöèåé è O(|A|+ |B|) âû÷èñ-
ëåíèé. Âîçìîæíî, ïðèäåòñÿ ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ íà ñåìåéñòâî.

(c) Ïðèäóìàéòå ðåàëèçàöèþ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà çà îäèí ïðîõîä, O(|A|+ |B|+ k log k) âðåìåíè
è O(k) ïàìÿòè (ñ÷èòàÿ, ÷òî õåø âû÷èñëÿåòñÿ çà O(1)).
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6.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Â âàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü ïàðà 2-íåçàâèñèìûõ ñåìåéñòâ õåø-ôóíêöèé A = {f : A → Fn2} è
B = {g : B → Fn2}. Ïîñòðîéòå (è äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåíî ïðàâèëüíî) 2-íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî
õåø-ôóíêöèé, êîòîðîå:

(a) áóäåò îòïðàâëÿòü ïàðû òèïà (A,B) â Fn2 ,
(b) áóäåò îòïðàâëÿòü ñïèñêè èç ýëåìåíòîâ òèïà A â Fn2 .
(c) áóäåò îòïðàâëÿòü ìóëüòèìíîæåñòâà èç ýëåìåíòîâ òèïà A â Fn2 ,
(d) áóäåò îòïðàâëÿòü ìíîæåñòâà èç ýëåìåíòîâ òèïà A â Fn2 ,

2. Ïóñòü ìîäóëü m, ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ìíîãî÷ëåí â ïîëèíîìèàëüíîì õåøèðîâàíèè íå ôèêñè-
ðîâàí, à âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî ðàâíîâåðîÿòíî èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïðîñòûõ ÷èñåë.
Ïóñòü êîíñòàíòà x äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî õåøèðîâàíèÿ âûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî èç ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . ,m− 1}. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ñåìåéñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ õåø-ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíûì 2-íåçàâèñèìûì.

Ïîäñêàçêà: ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà α, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íàéäåòñÿ
ìíîæåñòâî I ⊆ An òàêîå, ÷òî |I| ≥ |A|n−α è |h(I)| = 1, ãäå h(I) = {h(i) | i ∈ I}. Ïðåäëîæèòå
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ìíîæåñòâà.

Àëüòåðíàòèâíàÿ ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå ïðèíöèï Äèðèõëå

3. Ðàâíîìåðíîé íàçûâàåòñÿ õåø-ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé ó êàæäîãî çíà÷åíèÿ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
ïðîîáðàçîâ. Ïóñòü äàíû äâå ðàâíîìåðíûå õåø-ôóíêöèè f : A → [n] è g : B → [n], ãäå A,B
� ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, à n � íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîñòðîéòå ðàâíîìåðíóþ õåø-
ôóíêöèþ ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé [n] äëÿ:

(a) Óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (A,B).

(b) Íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð {A,B}. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: A = B è A ∩B = ∅.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

4. Ïóñòü äàíà w-ðàçðÿäíàÿ RAM ìàøèíà (ò.å. ìàøèíà, êîòîðàÿ óìååò ïðîèçâîäèòü àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè è ÷òåíèå/çàïèñü ïî àäðåñó ñ w-áèòíûìè ñëîâàìè çà O(1)). Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü
w ñòåïåíüþ äâîéêè. Ïðèäóìàéòå äëÿ òàêîé ìàøèíû ïðåäïîäñ÷åò çà O(w) îïåðàöèé, êîòîðûé ïîç-
âîëèò ïî w-áèòíîìó ÷èñëó âèäà 2k âîññòàíàâëèâàòü k çà O(1) îïåðàöèé. Îãðàíè÷åíèå íà ïàìÿòü
� ìîæíî õðàíèòü O(w) ñëîâ.
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7 Ïðàêòèêà 111. Àëãåáðà è êðèïòîãðàôèÿ

7.1 Ïðàêòèêà

Â äàííîé ñåðèè çàäà÷ âñå àëãîðèòìû äîëæíû ðàáîòàòü ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

1. Äàíî ÷èñëî n, a è b. Èçâåñòíî, ÷òî a2 = b2(mod n), íî a 6= ±b (mod n). Íàéäèòå íåòðèâèàëüíîå
ðàçëîæåíèå n íà ìíîæèòåëè.

2. Äàíî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë A è ïàðàìåòð b. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå ÷èñëî èç A ðàçëà-
ãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ïåðâûõ b ïðîñòûõ ÷èñåë (ò.å. ∀a ∈ A a =

∏b
i=1 p

αi
i ). Òðåáóåòñÿ

íàéòè íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A, ÷èñëà èç êîòîðîãî êîòîðûå â ïðîèçâåäåíèè äàäóò êâàäðàò íåêî-
òîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Ïðèäóìàéòå ïîëèíîìèàëüíûé îò b è |A| àëãîðèòì, äëÿ ïîèñêà òàêîãî
ïîäìíîæåñòâà.

3. Äàíà ìàòðèöà A ðàçìåðà n×m íàä êîíå÷íûì ïîëåì, n ≥ m. Íàéäèòå ìàòðèöó B ðàçìåðà m× n
òàêóþ, ÷òî BA = Im×m, èëè óñòàíîâèòå, ÷òî òàêîé íå ñóùåñòâóåò.

4. Âàì äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî ìîäóëþ n. Ðåøèòå äàííóþ ñèñòåìó ïðè óñëîâèè, ÷òî

(a) n = pq, p, q � ïðîñòûå.

(b) n = pk, p � ïðîñòîå.

(c) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n.

5. Åñòü ìíîæåñòâî A ⊆ [n] è k ÿ÷ååê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óìååò õðàíèòü O(log n) áèò èíôîðìàöèè. Â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìàêñèìóì t èç k ÿ÷ååê ìîãóò îêàçàòüñÿ íåäîñòóïíû (ìû ìîæåì óçíàòü
ïðî ÿ÷åéêó, äîñòóïíà ëè îíà, è, åñëè äîñòóïíà, ïðî÷èòàòü äàííûå). Òðåáóåòñÿ îðãàíèçîâàòü òàêîé
ñïîñîá õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, ÷òîáû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî áûëî âîñòàíîâèòü ìíîæå-
ñòâî A.

(a) k = (t+ 1) · |A|.
(b) k = t+ |A|.

6. Äîïóñòèì, ñëó÷àéíî îêàçàëîñü, ÷òî ñîîáùåíèå, øèôðóåìîå RSA, íå âçàèìíî ïðîñòî ñ n. Ñëîìà-
åòñÿ ëè ïðîöåäóðà øèôðîâàíèÿ/äåøèôðîâàíèÿ? ×åì ïëîõî òàêîå ñîîáùåíèå?

7. Àíÿ ðåøèëà ïîñëàòü ïðèãëàøåíèå íà ñåêðåòíóþ âå÷åðèíêó Áîðå, Âàíå è Ãîøå. Àíÿ ðàçîñëàëà
èì îäèíàêîâûé òåêñò ïðèãëàøåíèÿ M çàêîäèðîâàííûé ñ ïîìîùüþ RSA. Ó Âàíè, Áîðè è Ãîøè
âûáðàíû ðàçëè÷íûå n, íî êëþ÷ e ó âñåõ îäèíàêîâûé: e = 3. Ïðèäóìàéòå, êàê Äèìà ñìîæåò
óçíàòü, ãäå áóäåò ïðîèñõîäèòü ñåêðåòíàÿ âå÷åðèíêà, åñëè åìó äîñòóïíû âñå òðè øèôðîâàííûõ
ïðèãëàøåíèÿ è îòêðûòûå êëþ÷è.

8. Â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä Q äàíû òî÷êà è íàáîð èç k âåêòîðîâ � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà.
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïîäïðîñòðàíñòâà.

9. Äëÿ çàäàííûõ n, k è ïðîñòîãî p ïîñ÷èòàéòå çà ëèíåéíîå âðåìÿ
(
n
k

)
mod p. Ó÷òèòå, ÷òî p ìîæåò

áûòü ìåíüøå, ÷åì n. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îïåðàöèè â Zp âûïîëíÿþòñÿ çà O(1).

10. Äàí íàáîð âåêòîðîâ ñ âåñàìè, îáîëî÷êà âåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì. Âûáðàòü èç
äàííûõ âåêòîðîâ áàçèñ ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà.

11. Âû çíàåòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . îáðàçîâàíà ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ñîîò-
íîøåíèåì ñ êîýôôèöèåíòàìè 1, 1: ai = ai−1 +ai−2. Ðåøèì îáðàòíóþ çàäà÷ó: äàíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äëèíû n, íàéòè ìèíèìàëüíîå k è k êîýôôèöèåíòîâ, çàäàþùèå äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
êàê ëèíåéíóþ ðåêóððåíòíîñòü.

12. Äàíà ìàòðèöà A ðàçìåðà 2×2 íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì, ïðåäñòàâëÿþùèé
A â âèäå A = LDR, ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à L è R � îáðàòèìûå.
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7.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Äàíà ìàòðèöà A ðàçìåðà n×m. Íàéòè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå A = B ·C, ÷òî B èìååò ðàçìåð n× k
è k ìèíèìàëüíî. O(nm(n+m)).

2. Â ðàñïîðÿæåíèè âçëîìùèêîâ îêàçàëñÿ âîëøåáíûé îðàêóë, ñïîñîáíûé äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî êëþ-
÷à (n, e) âçëîìàòü 1% èç âîçìîæíûõ çàøèôðîâàííûõ ñîîáùåíèé (ò.å. äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ çà O(1) óñïåøíî ñîïîñòàâëÿåò íàáîðó (n, e, y) òàêîå ÷èñëî m, ÷òî y = me( mod n),
íà ñëó÷àéíî âûáðàííîé ñîòîé ÷àñòè âñåõ âîçìîæíûõ âõîäîâ). Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì, êîòîðûé
âçëàìûâàåò ëþáîå ñîîáùåíèå ñî ñðåäíèì âðåìåíåì ðàáîòû O(poly(log n)).

3. Èçâåñòíû îòêðûòûé êëþ÷ (n, 3) è çàêðûòûé êëþ÷ (n, d) ñèñòåìû RSA, ïðè ýòîì n � ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ðàçíûõ ïðîñòûõ. Ðàçëîæèòå n íà ìíîæèòåëè. O(poly(log n)).

4. Íà êîëüöåâîé ñòîÿò n ñâåòîôîðîâ è õèòðî ïåðåìèãèâàþòñÿ. Ñâåò íà êàæäîì ñâåòîôîðå çàæèãà-
åòñÿ â òàêîì ïîðÿäêå: çåëåíûé-æåëòûé-êðàñíûé, ñíîâà çåëåíûé è òàê ïî êðóãó. Âñå ñâåòîôîðû
ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî n. Åñëè ñâåòîôîð ïî íîìåðó i ðåøèò ïîìåíÿòü ñâîé öâåò òî ñëåäóþùèå, ki
ñâåòîôîðîâ ñ øàãîì ai òîæå ïîìåíÿþò ñâîé öâåò. Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð, êîãäà ïåðåêëþ÷àåòñÿ
ïåðâûé ñâåòîôîð: k1 = 6, a1 = 2.

Ïî íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ ñâåòîôîðîâ îïðåäåëèòå, âîçìîæåí ëè çåëåíûé êîðèäîð. Ò.å. òàêàÿ ñè-
òóàöèÿ, êîãäà âñå ñâåòîôîðû ïåðåêëþ÷åíû íà çåëåíûé. Ðåøèòü çà O(n3).
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9
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9

2
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6
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5. Ó Âèííè-Ïóõà åñòü áåñêîíå÷íûå çàïàñû êàæäîãî èç k âèäîâ ãîðøî÷êîâ ì¼äà. Êàæäûé âèä ãîð-
øî÷êîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ öåëûì ÷èñëîì � ñêîëüêî äíåé íóæíî Âèííè-Ïóõó, ÷òîáû ñúåñòü âåñü
ì¼ä èç îäíîãî òàêîãî ãîðøêà. Âèííè-Ïóõ óæå ïðîâ¼ë ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ âèäà �âçÿòü íåñêîëüêî
ãîðøî÷êîâ ì¼äà, çàïèñàòü äåíü íåäåëè, êîãäà ýêñïåðèìåíò íà÷àëñÿ, åñòü ì¼ä, ïîêà òîò íå çàêîí-
÷èòñÿ, çàïèñàòü äåíü íåäåëè, êîãäà ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èëñÿ� (â íàáîðå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî
ãîðøî÷êîâ îäíîãî âèäà, â íåäåëå 7 äíåé). Ïî ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì Âèííè î÷åíü ëþáèò ýêñïå-
ðèìåíòèðîâàòü. À Êðîëèê íå ëþáèò ì¼ä, íî ëþáèò ïðåäñêàçûâàòü áóäóùåå. Ïîìîãèòå Êðîëèêó
îïðåäåëèòü, ìîæíî ëè, çíàÿ ðåçóëüòàòû ïåðâûõ k ýêñïåðèìåíòîâ è íàáîð ãîðøêîâ è äåíü íà÷àëà
äëÿ (k + 1)-ãî, ïðåäñêàçàòü ðåçóëüòàòû (k + 1)-ãî ýêñïåðèìåíòà.

(a) Êàæäûé ðàç Âèííè áåð¼ò ïðîèçâîëüíûå íàáîðû ãîðøêîâ. O(k3)

(b) Êàæäûé ðàç Âèííè áåð¼ò ãîðøêè íå áîëåå ÷åì äâóõ ðàçíûõ òèïîâ. O(k).

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

6. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A ∈ {0, 1}n×m. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i è j (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) ðàçðåøàåòñÿ
ïîìåíÿòü âñå çíà÷åíèÿ â ñòðîêå i è ñòîëáöå j íà ïðîòèâîïîëîæíûå (çíà÷åíèå íà ïåðåñå÷åíèè
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ñòðîêè è ñòîëáöà ìåíÿåòñÿ). Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü íóëåâóþ èëè åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ïðèäóìàéòå
àëãîðèòì çà o((nm)3).
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8 Ïðàêòèêà 1000. FFT

8.1 Ïðàêòèêà

1. Ïóñòü âàì èçâåñòíî FFT ([a1, a2, · · · , an]). Ïðèäóìàéòå, êàê ïoñ÷èòàòü FFT ([a2, a3, · · · , an+1]) çà
ëèíèþ.

2. Ïóñòü êîðåíü èç åäèíèöû âû÷èñëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ i çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Îöåíèòå, êàêîå íóæíî
âûáðàòü i, ÷òîáû ïðè óìíîæåíèè ñ ïîìîùüþ FFT ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñ íå ïðåâûøàþùèìè
k êîýôôèöèåíòàìè íå âîçíèêàëî îøèáîê (îøèáêàìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ñëîæåíèè/óìíîæåíèè
÷èñåë, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü).

3. Çà êàêîå âðåìÿ ìîæíî ïîñ÷èòàòü 2n â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóÿ óìíîæåíèå íà
FFT?

4. (a) Ïóñòü äàí ìíîãî÷ëåí p(x). Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí R(p(x)) êàê ¾ðàçâîðîò¿ p(x): êîýôôèöèåíò
ïðè êîíñòàíòå ìåíÿåòñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè xdeg(p(x)), êîýôôèöèåíò ïðè x ìåíÿåòñÿ ñ êî-
ýôôèöèåíòîì ïðè xdeg(p(x))−1, è òàê äàëåå. Äîêàæèòå, ÷òî R(p1(x)p2(x)) = R(p1(x))R(p2(x)).

(b) Ïóñòü p1 ïðè äåëåíèè íà p2 äàåò íåïîëíîå ÷àñòíîå q è îñòàòîê r. Äîêàæèòå, ÷òî R(p1) ≡
R(p2)R(q)

(
mod xdeg(p1)−deg(p2)

)
.

(c) Ïðèäóìàéòå, êàê íàéòè R(p2)−1 mod xk çà O(n log n).

(d) Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n ñ îñòàòêîì çà
O(n log n)

5. Âàì äàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, {ai} è {bi}. Èõ ñâåðòêîé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ci =

∑
0≤k≤i

akbi−k. Ïðèäóìàéòå, êàê ïîñ÷èòàòü ïåðâûå n ÷ëåíîâ ñâåðòêè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé çà O(n log n).

6. Äàíû 2 n-ìåðíûõ âåêòîðà a è b. Ïîñ÷èòàéòå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ a ñî âñåìè öèêëè÷åñêèìè
ñäâèãàìè b. O(n log n).

7. Äàíû òåêñò t è øàáëîí p íàä àëôàâèòîì ðàçìåðà k. |t| ≥ |p|.

(a) Äëÿ êàæäîãî èç |t| − |p|+ 1 íàëîæåíèé p íà t óçíàòü êîëè÷åñòâî îøèáîê. O(k|t| log |t|).
(b) Ïðåäûäóùèé ïóíêò ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì: â òåêñòå è â øàáëîíå äîïóñòèìû ñèìâîëû

� ? �, îçíà÷àþùèå ñîâïàäåíèå ñ ëþáûì ñèìâîëîì.

8. Äàíà ÷¼ðíî-áåëàÿ (áåç îòòåíêîâ ñåðîãî) êàðòèíêà ðàçìåðà N×N è îáðàçåö ðàçìåðàK×K,K ≤ N .
Íàéäèòå íàèëó÷øåå âõîæäåíèå îáðàçöà â êàðòèíêó çà O(N2(logN)). Íàèëó÷øèì íàçûâàåòñÿ
âõîæäåíèå ñ ìèíèìàëüíûì ñóììàðíûì êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ ïèêñåëåé.

9. Ýëüô Ëåãîëàñ � ïåññèìèñò. Íà÷èíàÿ ñî ñâîåãî ñîòîãî äíÿ ðîæäåíèÿ êàæäîìó äíþ ñâîåé æèçíè
îí ïðèñâàèâàåò ðåéòèíã óíûíèÿ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç äèàïàçîíà îò 0 äî 1. Æèçíü Ëåãî-
ëàñà áûëà ïå÷àëüíà, íî íàñûùåíà � îäíè íåïðèÿòíîñòè óñòóïàëè ìåñòî äðóãèì, è òàê èç ãîäà â
ãîä. Îäíàêî ïîñëåäíèå k ëåò ó Ëåãîëàñà ïîÿâèëîñü ñòîéêîå îùóùåíèå D�ej�a vu, åìó êàæåòñÿ ÷òî
íåïðèÿòíîñòè, ïðîèñõîäÿùèå ñ íèì, êðàéíå íàïîìèíàþò îäèí èç ïðåäûäóùèõ îòðåçêîâ åãî ñòðà-
äàëü÷åñêîé æèçíè, íî âîò êàêîé èìåííî � îí âñïîìíèòü íå ìîæåò. Âîñïîëüçîâàâøèñü äíåâíèêîì
ðåéòèíãà óíûíèÿ, ïîìîãèòå Ëåãîëàñó íàéòè òàêîé ïåðèîä â åãî æèçíè, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå
îòëè÷èå ðåéòèíãà óíûíèÿ êàæäîãî äíÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî äíÿ ïîñëåäíèõ k ëåò � ìèíèìàëüíî
çà O(N logN), ãäå N � âîçðàñò Ëåãîëàñà.

10. Äàíî óðàâíåíèå: xn+yn ≡ zn(mod m). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ çàO(m log (n+m)).
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8.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî AVL äåðåâüåâ âûñîòû h èç n âåðøèí ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p çà:

(a) O(hn log n).

(b) O(hnmax). Çäåñü nmax � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí â AVL äåðåâå âûñîòû h.

Ñ÷èòàéòå, ÷òî â ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p âàì èçâåñòåí ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç åäèíèöû äîñòà-
òî÷íîé ñòåïåíè.

2. Ïðèäóìàéòå, êàê ñâåñòè âû÷èñëåíèå FFT ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçìåðà pn ê p âû÷èñëåíèÿì FFT îò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàçìåðà n è O(p2n) äîïîëíèòåëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Íàïèøèòå
ïñåâäîêîä.

3. Çàäàíû êàðòèíêà a è îáðàçåö p â âèäå ìàòðèö âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èç [0, 1] ðàçìåðàìè n × n è
k × k ñîîòâåòñòâåííî (n ≥ k). Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîçèöèþ (x, y), 0 ≤ x ≤ n − k, 0 ≤ y ≤ n − k, äëÿ
êîòîðîé:

k−1∑
i=0

k−1∑
j=0

(pi,j − a(y+i),(x+j))2 → min

çà âðåìÿ O(n2 log n).

4. Äàíû ñòðîêà s äëèíû n è øàáëîí ñ âîïðîñèòåëüíûìè çíàêàìè. Íàéòè ïîäñòðîêó s, òî÷íî ïîäõî-
äÿùóþ ïîä øàáëîí, çà O(n log n). Àëôàâèò � íå êîíñòàíòà!

5. Äàíû ñòðîêà äëèíû n è øàáëîí ñî çâåçäî÷êàìè è âîïðîñèòåëüíûìè çíàêàìè. Ïðîâåðüòå, ïîäõîäèò
ëè ñòðîêà öåëèêîì ïîä øàáëîí çà O(n

√
n log n). Àëôàâèò � íå êîíñòàíòà!

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

6. Ïåðåâîä èç ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â äðóãóþ áûñòðåå êâàäðàòà.

7. Èíòåðïîëÿöèÿ â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ áûñòðåå êâàäðàòà.
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9 Ïðàêòèêà 1001. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

9.1 Ïðàêòèêà

1. Áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíîé ôîðìîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíèÿ Ax ≤
b;x ≥ 0, è êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé îãðàíè÷åíèÿ Ax = b;x ≥ 0. Ïðèâåäèòå çàäà÷ó â ñòàíäàðòíîé
ôîðìå ê êàíîíè÷åñêîé è çàäà÷ó â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ê ñòàíäàðòíîé.

2. Ñâåäèòå ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

min
1≤i≤p

 n∑
j=1

cijxj

→ max

Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
n∑
j=1

aijxj = bi, i ∈ [1 . . .m]; xi ≥ 0, i ∈ [1 . . . n]

3. Ðàññìîòðèì òàêóþ èãðó ñ íóëåâîé ñóììîé: äàíà ìàòðèöà A ðàçìåðà n×m, ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò
i ∈ [1 . . . n], âòîðîé íåçàâèñèìî j ∈ [1 . . .m]. Âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà ñîñòàâëÿåò Ai,j , à âòîðîãî
� −Ai,j . Èãðîêè çàèíòåðåñîâàíû â ìàêñèìèçàöèè ìàòîæèäàíèÿ ñâîåãî âûèãðûøà.

(a) Ñâåäèòå ïîèñê îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â ýòîé èãðå ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

(b) Ïîñòðîéòå äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó.

(c) Ïîêàæèòå, ÷òî â äàííîé èãðå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Ñòðàòåãèè a è b ðàâíîâåñíû ïî
Íýøó, åñëè íèêîìó íå âûãîäíî îòêàçûâàòüñÿ îò ñâîåé ñòðàòåãèè (åñëè ïåðâûé èãðîê ñìåíèò
ñòðàòåãèþ a íà c, à âòîðîé ïðîäîëæèò ïðèäåðæèâàòüñÿ ñòðàòåãèè b, òî ðåçóëüòàò ïåðâîãî íå
óëó÷øèòñÿ, àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî).

4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ñ ìàòðèöåé A. Äîêà-
æèòå, ÷òî òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïîëèýäðà ñèñòåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòîëáöû
ìàòðèöû A, èíäóöèðîâàííûå ïåðåìåííûìè, ïîëîæèòåëüíûìè â òî÷êå x, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

5. Ìàòðèöà M òîòàëüíî óíèìîäóëÿðíà, åñëè ëþáîé åå ìèíîð ðàâåí ëèáî íóëþ, ëèáî ±1. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè ìàòðèöà çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå òîòàëüíî óíèìî-
äóëÿðíà, à âåêòîð öåëûé, òî ïîëèýäð äàííîé çàäà÷è � öåëûé.

6. Ïóñòü ïîëèýäð çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ öåëûé. Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è öåëî-
÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ìàêñèìóì cT ·x) ñ äàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè ñîâïàäàåò
ñ ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

7. Ïóñòü Âàñÿ óìååò ðåøàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ èç k óðàâíåíèé îò n íåèçâåñòíûõ çà âðåìÿ
LN(n, k). Âàñå äàëè çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå ñ öåëî÷èñëåííîé
ìàòðèöåé A ðàçìåðà n×m. Äîêàæèòå, ÷òî îí ñóìååò ðåøèòü åå çà LN(n,m+1)n log (Mn), ãäåM �
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, âñòðå÷àþùååñÿ â ìàòðèöå A, âåêòîðå èëè â ìèíèìèçèðóåìîì ôóíêöèîíàëå.

8. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè â ãðàôå.

• Ñôîðìóëèðóéòå ýòó çàäà÷ó, êàê çàäà÷ó öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

• Ïîêàæèòå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïîëèýäð äàííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü íå öåëûì.

• Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå äâóäîëüíîãî ãðàôà ïîëèýäð ïîëó÷åííîé çàäà÷è � öåëûé. *Âåðíî ëè
îáðàòíîå?

• Êàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê äàííîé?

• ** Ïóñòü ïîëèýäð íå öåëûé. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äîáàâèòü ê èçíà÷àëüíûì óñëîâèÿì òàêèå:
�äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí U êîëè÷åñòâî èíäóöèðîâàííûõ ýòèì ïîäìíî-
æåñòâîì ðåáåð íå ïðåâîñõîäèò b |U |/2 c�, òî ïîëèýäð ïîëó÷èòñÿ öåëûì.
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9.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Ñâåäèòå ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàäà÷ó:

p∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

cijxj − di

∣∣∣∣∣∣→ min

Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
n∑
j=1

aijxj = bi, i ∈ [1 . . .m]

xi ≥ 0, i ∈ [1 . . . n]

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåñîâìåñòíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äâîéñòâåííàÿ ê êîòîðîé
òàê æå íåñîâìåñòíà.

3. Ïóñòü ó íàñ çàäàí îðãðàô G = (V,E) ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè s, t ∈ V ,
äëÿ êàæäîãî ðåáðà e êîòîðîãî çàäàíî âåùåñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ce � åãî ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü.

s-t ïîòîêîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : E → R+ òàêàÿ, ÷òî:

∀e ∈ E : 0 ≤ fe ≤ ce

∀v ∈ V \ {s, t} :
∑

e=(u,v)

fe −
∑

e=(v,u)

fe = 0

Âåëè÷èíîé ïîòîêà íàçûâàåòñÿ:
|f | =

∑
e=(s,u)

fe −
∑

e=(u,s)

fe

s-t ðàçðåçîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (S, T = V \ S) ïîäìíîæåñòâ V òàêàÿ, ÷òî s ∈ S è t ∈ T . Âåñîì
ðàçðåçà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà: ∑

e=(u∈S,v∈T )

ce

(a) Ñâåäèòå çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî s-t ïîòîêà ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ.

(b) Ïóñòü òåïåðü ãðàô G áóäåò DAG-îì, ïðè÷åì ëþáàÿ åãî âåðøèíà ëåæèò íà êàêîì-òî ïóòè èç
s â t. Ñâåäèòå çàäà÷ó î ìèíèìàëüíîì s-t ðàçðåçå ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

(c) Ñâåäèòå çàäà÷ó î ìèíèìàëüíîì s-t ðàçðåçå ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïîêàæè-
òå, ÷òî îíà äóàëüíà çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà. Ñ÷èòàéòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ó êîòîðîãî äëÿ
êàæäîãî ðåáðà åñòü òàêîå æå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïîäñêàçêà: íàçíà÷üòå êàæäîé âåðøèíå v
÷èñëî φv, äîáàâüòå â öåëåâóþ ôóíêöèþ îò êàæäîãî ðåáðà (u, v) äîáàâêó âèäà g(φv − φu), è
ïðåîáðàçóéòå ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó â çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

4. Â ïðîèçâîëüíîì îðãðàôå ñâåäèòå çàäà÷ó î ìèíèìàëüíîì s-t ðàçðåçå ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ è ïîêàæèòå, ÷òî îíà äóàëüíà çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå.
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5. Ïðèäóìàéòå, êàê íàïèñàòü ëèíåéíóþ ïðîãðàììó, äëÿ ïîèñêà ìàêñèìóìà òàêîãî ôóíêöèîíàëà:∑
i,j∈[1..n]

|ci,j(xi − xj)|

ïðè óñëîâèÿõ:
Ax = b

∀i : xi > 0
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10 Ïðàêòèêà 1010. Ïîòîêè è ðàçðåçû

10.1 Ïðàêòèêà

1. Äàí äâóäîëüíûé ãðàô. Êàæäîé âåðøèíå ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî av.

(a) Âûáåðèòå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð òàê, ÷òîáû ñòåïåíè âåðøèí áûëè íå áîëåå 1.

(b) Âûáåðèòå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð òàê, ÷òîáû ñòåïåíè âåðøèí áûëè íå áîëåå av.

2. Äàíû äåâî÷êè, ìàëü÷èêè è ñîáà÷êè. Äëÿ êàæäîé ïàðû �ìàëü÷èê, äåâî÷êà� èçâåñòíî, õî÷åò ëè äå-
âî÷êà äðóæèòü ñ ìàëü÷èêîì. Äëÿ êàæäîé ïàðû �ñîáà÷êà, äåâî÷êà� èçâåñòíî, íðàâèòñÿ ëè ñîáà÷êà
äåâî÷êå. Íóæíî ìàêñèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó äåâî÷åê âûäåëèòü ïî ìàëü÷èêó è ñîáà÷êå òàê, ÷òî:

• Êàæäûé ìàëü÷èê íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé äåâî÷êîé.

• Êàæäàÿ ñîáà÷êà íå áîëåå ÷åì ó îäíîé äåâî÷êè.

• Òðîéêè ãàðìîíè÷íû: äåâî÷êà è õî÷åò äðóæèòü ñ âûáðàííûì åé ìàëü÷èêîì, è ñîáà÷êà åé
íðàâèòñÿ.

3. Äàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Íåîáõîäèìî îðèåíòèðîâàòü åãî òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíàÿ èñõîäÿ-
ùàÿ ñòåïåíü áûëà ìèíèìàëüíà.

(a) O(E2 log V )

(b) O(E2)

4. Ïî ïðàâèëàì ôóòáîëüíîãî òóðíèðà â êàæäîì ìàò÷å äîëæíà ïîáåäèòü îäíà èç êîìàíä, òî åñòü,
íå áûâàåò 'íè÷üèõ'. Âàì äàíà ìàòðèöà óæå ñûãðàííûé ìàò÷åé. Ìîæíî ëè òàê äîèãðàòü òóðíèð,
÷òîáû êàæäàÿ êîìàíäà âûèãðàëà çàäàííîå ÷èñëî ðàç? Êàæäàÿ êîìàíäà èãðàåò ñ êàæäîé, äëÿ
êàæäîé êîìàíäû èçâåñòíî, ñêîëüêî èãð îíà âûèãðàëà.

5. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Çà îäíî äåéñòâèå ìîæíî óäàëèòü âñå âõîäÿùèå â âåðøèíó i
ðåáðà çà ñòîèìîñòü ai ≥ 0, èëè âñå èñõîäÿùèå èç âåðøèíû i ð¼áðà çà ñòîèìîñòü bi ≥ 0. Íåîáõîäèìî
óäàëèòü âñå ð¼áðà ãðàôà çà ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü.

6. Êàæäîé âåðøèíå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî (íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíîå) �
å¼ âåñ. Íàéäèòå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ìàêñèìàëüíîé ñóììàðíîé ñòîèìîñòè. Ïîäìíî-
æåñòâî âåðøèí íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè èç íåãî íå èñõîäÿò ð¼áðà â äðóãóþ ÷àñòü ãðàôà.

7. Åñòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé âåðøèíàìè. Â íà÷àëüíîé âåðøèíå åñòü
K ãðóçîâèêîâ. Ãðóçîâèêàì íóæíî ïîïàñòü â êîíå÷íóþ âåðøèíó. Âðåìÿ äèñêðåòíî. Çà åäèíèöó
âðåìåíè êàæäûé ãðóçîâèê èëè ñòîèò íà ìåñòå, èëè ïåðåìåùàåòñÿ â îäíó èç ñîñåäíèõ âåðøèí. Â
ëþáîé âåðøèíå ìîãóò îäíîâðåìåííî ñòîÿòü íåñêîëüêî ãðóçîâèêîâ. Ïî ëþáîìó èç ð¼áåð â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè äîëæåí åõàòü íå áîëåå ÷åì îäèí ãðóçîâèê. Ìèíèìèçèðóéòå âðåìÿ, êîãäà âñå
ãðóçîâèêè îêàæóòñÿ â êîíå÷íîé âåðøèíå.

(a) O(poly(V,E,K))

(b) O(K(V +K)E)

8. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü íà øàõìàòíîé äîñêå n×m ñ äûðêàìè?
Óãîëêîì íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ êëåòîê: öåíòðàëüíàÿ êëåòêà ÷åðíîãî öâåòà è äâå
ñîñåäíèõ ñ íåé áåëûõ êëåòêè ñî ñìåæíûìè ñòîðîíàì.

9. Íàéäèòå îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ öåëî÷èñëåííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè, íà êîòîðûõ äå-
òåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà íà îñíîâå DFS ñ ôèêñèðîâàííûì ïîðÿäêîì ïðî-
ñìîòðà ð¼áåð â êàæäîé âåðøèíå, ïðîïóñêàþùèé ìàêñèìóì ïî äîïîëíÿþùåìó ïóòè, ðàáî-
òàåò çà ýêñïîíåíòó îò V .
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10.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Äàí ãðàô è âûäåëåííûå âåðøèíû s, t. Íóæíî ïðîâåðèòü, ïðàâäà ëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ìèíèìàëüíûé s-t ðàçðåç.

(a) O(poly(V,E))

(b) O(E) ïðè óñëîâèè, ÷òî íàì óæå èçâåñòåí ìàêñèìàëüíûé ïîòîê (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).

2. Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå áåç êðàòíûõ ð¼áåð íåîáõîäèìî óäàëèòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ð¼áåð
òàê, ÷òîáû óâåëè÷èëîñü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

(a) O(V · Flow).

(b) O(E2).

3. Åñòü n ðàáî÷èõ è m ðàáîò. È åñòü ìàòðèöà óìåíèÿ: �êàêîé ðàáî÷èé êàêèå ðàáîòû óìååò äåëàòü�.
Íóæíî ìàêñèìàëüíî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèòü ðàáîòû ìåæäó ðàáî÷èìè. Òî åñòü, êàæäîé ðàáîòå
ñîïîñòàâèòü ðàáî÷åãî, êîòîðûé óìååò äåëàòü ýòó ðàáîòó, à êðîìå òîãî ìèíèìèçèðîâàòü max

i=1..n
ki,

ãäå ki � êîëè÷åñòâî ðàáîò, âûäàííûõ i-ìó ðàáî÷åìó. O(nm2).

4. Ðàçáåéòå âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íà öèêëû. Ò.å. êàæäàÿ âåðøèíà äîëæíà áûòü ïîêðû-
òà ðîâíî îäíèì öèêëîì. Ëèáî ñêàæèòå, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. O(EV ).

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

5. Åñòü çàêàçû è èíñòðóìåíòû. Äëÿ êàæäîãî çàêàçà èçâåñòåí ñïèñîê èíñòðóìåíòîâ, êîòîðûé íóæåí,
÷òîáû åãî âûïîëíèòü. Êàæäûé èíñòðóìåíò ñäåëàí óìåëûìè ÿïîíñêèìè ðàáî÷èìè, ïîýòîìó áåñ-
êîíå÷íî ïðî÷íûé, åãî ìîæíî îäèí ðàç êóïèòü è ìíîãî ðàç èñïîëüçîâàòü. Ó êàæäîãî èíñòðóìåíòà
åñòü öåíà pi. Ó êàæäîãî çàêàçà åñòü ïðèáûëü, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü, âûïîëíèâ çàêàç. Âû �
áåäíûé êèòàéñêèé ðàáî÷èé. Ó âàñ èçíà÷àëüíî íåò èíñòðóìåíòîâ, íî çàòî âû ìîæåòå ïîä íóëåâîé
ïðîöåíò â áàíêå âçÿòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé êðåäèò, ÷òîáû êóïèòü èíñòðóìåíòîâ.

(a) Âîïðîñ: êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü âû ìîæåòå ïîëó÷èòü?

(b) À òåïåðü òîò æå âîïðîñ, íî åù¼ åñòü ðàçíûå ñêèäî÷íûå ïðåäëîæåíèÿ!
Ñêèäêà ïîçâîëÿåò äâà èíñòðóìåíòà i, j êóïèòü ïî ñïåöèàëüíîé öåíå d : max(pi, pj) < d <
pi + pj . Êàæäûé èíñòðóìåíò ïðèñóòñòâóåò íå áîëåå ÷åì â îäíîì ñêèäî÷íîì ïðåäëîæåíèè.

6. Äàíà óêëàäêà ïëàíàðíîãî ãðàôà. Âåðøèíàì ñîïîñòàâëåíû òî÷êè íà ïëîñêîñòè, ð¼áðà � îòðåçêè
ìåæäó âåðøèíàìè, ð¼áðà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ó ð¼áåð åñòü ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè. Ãðàô íåîðèåí-
òèðîâàííûé. Äàíû äâå âåðøèíû s è t, ëåæàùèå íà îäíîé ãðàíè. Çàäà÷à: çà O(Dijkstra) íàéòè
âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà èç s â t.

7. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü íà øàõìàòíîé äîñêå n×m ñ äûðêàìè?
Óãîëêîì íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ êëåòîê: öåíòðàëüíàÿ êëåòêà ÷åðíîãî öâåòà è äâå
ñîñåäíèõ ñ íåé áåëûõ êëåòêè ñî ñìåæíûìè ñòîðîíàì.

8. Íàéäèòå îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ öåëî÷èñëåííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè, íà êîòîðûõ äå-
òåðìåíèðîâàííûé àëãîðèòì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà íà îñíîâå DFS ñ ôèêñèðîâàííûì ïîðÿäêîì ïðî-
ñìîòðà ð¼áåð â êàæäîé âåðøèíå, ïðîïóñêàþùèé ìàêñèìóì ïî äîïîëíÿþùåìó ïóòè, ðàáî-
òàåò çà ýêñïîíåíòó îò V .
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11 Ïðàêòèêà 1011. Ñòðîêè

11.1 Ïðàêòèêà

1. Íàéäèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäñòðîê ñòðîêè.

(a) Z-ôóíêöèåé çà O(n2).

(b) Ïî èçâåñòíîìó ñóôôèêñíîìó ìàññèâó ñ lcp çà O(n).

2. Íàó÷èòüñÿ èñêàòü çà O(n + m) îáðàçåö â ñòðîêå, åñëè ìåæäó îáðàçöîì è íàéäåííîé ïîäñòðîêîé
äîïóñòèìî ðàçëè÷èå:

(a) â îäèí ñèìâîë.

(b) â äâà ñèìâîëà.

3. Íàéòè îáðàçåö â ñòðîêå, åñëè äîïóñòèìî â îáðàçöå ïðèìåíÿòü ê àëôàâèòó ïåðåñòàíîâêó. O(n+m).

4. Ïîñòðîèòü

(a) ñóôôìàññèâ ïî ñóôôäåðåâó

(b) ñóôôäåðåâî ïî ñóôôìàññèâó + lcp

çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

5. Äàí ìàññèâ a äëèíû n èç m-áèòíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå ïàðó ai, aj : ai ⊕ aj = max. O(nm).

6. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ îáùóþ ïîäñòðîêó k ñòðîê ñóììàðíîé äëèíû n çà O(n).

(a) Ñóôôèêñíûì ìàññèâîì.

(b) Ñóôôèêñíûì äåðåâîì.

7. Íàéòè ñàìóþ äëèííóþ ïîäñòðîêó, âõîäÿùóþ â çàäàííóþ äâàæäû:

(a) âõîæäåíèÿ ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.

(b) âõîæäåíèÿ íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.

8. Äàí ñëîâàðü ñëîâ ñóììàðíîé äëèíû L. Çà âðåìÿ O(L) îïðåäåëèòå, ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íàÿ
ñòðîêà, íå ñîäåðæàùàÿ íè îäíî ñëîâàðíîå ñëîâî êàê ïîäñòðîêó.

9. Äàíû ñëîâàðü è òåêñò. Íóæíî óìåòü îáíîâëÿòü îòâåò online ïðè äîáàâëåíèè ñèìâîëîâ â êîíåö
òåêñòà.

(a) Ïåðåñ÷èòàéòå ñóììàðíîå ÷èñëî âõîæäåíèé ñëîâ èç ñëîâàðÿ â òåêñò çà O(1).

(b) Ïîääåðæèâàéòå ìíîæåñòâî âñåõ âõîæäåíèé ñëîâ èç ñëîâàðÿ â òåêñò. Ïåðåñ÷¼ò çà âðåìÿ
O(1+|∆A|), ãäå ∆A � ïðèðàùåíèå îòâåòà ïîñëå äîáàâëåíèÿ î÷åðåäíîãî ñèìâîëà.

10. Ïîñòðîéòå ñòðî÷êó íàä ìèíèìàëüíûì àëôàâèòîì, ó êîòîðîé ñóôôèêñíûé ìàññèâ ñîâïàäàåò ñ
äàííûì. O(n).

11. Ó âàñ áûëè ñòðîêà s0s1 . . . sn−1 äëèíû n è åå ñóôôèêñíûé ìàññèâ � ìàññèâ ïîçèöèé íà÷àë ñóô-
ôèêñîâ, îòñîðòèðîâàííûõ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Ñèìâîëû ñòðîêè � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
íå ïðåâîñõîäÿùèå n. Ïîä ïîêðîâîì òåìíîòû ïîäëûå âðàãè ïðîêðàëèñü è ñòåðëè èç ìàññèâà âñå
÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 3, òàê, ÷òî äàæå äûðîê íå îñòàëîñü! Îïèøèòå àëãîðèòì, âîññòàíàâëèâàþùèé
ñóôôèêñíûé ìàññèâ çà âðåìÿ O(n).

12. Äàí íàáîð ñòðîê si. Äëÿ êàæäîé si íàéäèòå min ïî äëèíå ïîäñòðîêó, êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ â
äðóãèõ. O(n).
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11.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Íàéòè ïîäñòðîêó â òåêñòå. Ïðè ñðàâíåíèè ñòðîê ìîæíî äåëàòü öèêëè÷åñêèé ñäâèã àëôàâèòà â
îäíîé èç íèõ. O(n+m), àëôàâèò � íå êîíñòàíòà.

2. Äëÿ êàæäîãî ïðåôèêñà ñòðîêè íàéòè êîëè÷åñòâî åãî ïðåôèêñîâ, ðàâíûõ åãî ñóôôèêñó. O(n).

3. Äàí ìàññèâ a äëèíû n è ÷èñëî k. Ýëåìåíòû ìàññèâà è k � m-áèòíûå ÷èñëà. Çà âðåìÿ O(nm):

(a) ïîñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð èíäåêñîâ ìàññèâà, ÷òî ñòðîêà äëèíû m, ÿâëÿþùàÿñÿ ïî-
áèòîâûì xor ýëåìåíòîâ ïî ýòèì èíäåêñàì, ≥ k.

(b) ïîñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî ïîäìàññèâîâ a, ïîáèòîâûé xor âñåõ ÷èñåë èç êîòîðûõ ≥ k.
(c) íàéäèòå ïîäìàññèâ a, ïîáèòîâûé xor âñåõ ÷èñåë èç êîòîðîãî ìàêñèìàëåí.

4. Çà O(n) ïîñòðîèòü ñòðîêó ñ çàäàííîé:

(a) Z-ôóíêöèåé.

(b) ïðåôèêñ-ôóíêöèåé.

5. Äàí íàáîð ñòðîê si ñóììàðíîé äëèíû n. Äëÿ êàæäîé si íàéäèòå min ïî äëèíå ïîäñòðîêó, êîòîðàÿ
íå âñòðå÷àåòñÿ â äðóãèõ. O(n).

6. Äàíû k ñòðîê ñóììàðíîé äëèíû n. Íàéäèòå p-þ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè îáùóþ èõ ïîäñòðîêó çà O(n).

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

7. Çà îäíó ñåêóíäó â êîíåö èçíà÷àëüíî ïóñòîãî òåêñòà äîïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ áóêâà (ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå). Êàêîå ìàòîæèäàíèå âðåìåíè T , êîãäà ïåðâûé ðàç s ñòàíåò ïîäñòðîêîé âûïèñàí-
íîãî òåêñòà?

8. Ïîñòðîéòå ñòðî÷êó íàä ìèíèìàëüíûì àëôàâèòîì, ó êîòîðîé ñóôôèêñíûé ìàññèâ (áåç ïîïàðíûõ
lcp) ñîâïàäàåò ñ äàííûì. O(n).
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12 Ïðàêòèêà 1100. NP-complete

12.1 Ïðàêòèêà

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð NP-òðóäíîé, íî íå NP-ïîëíîé çàäà÷è.

2. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à 2SAT ëåæèò â êëàññå P.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå çàäà÷è NP-ïîëíû:

(a) CIRCUIT-SAT: Ïî äàííîé áóëåâîé ñõåìå ïðîâåðèòü, âûïîëíèìà ëè îíà.

(b) 3SAT: Ïî äàííîé áóëåâîé ôîðìóëå â ÊÍÔ-âèäå, ó êîòîðîé êàæäûé äèçúþíêò ñîäåðæèò íå
áîëåå ÷åì òðè ëèòåðàëà, ïðîâåðèòü, âûïîëíèìà ëè îíà.

(c) INDEPENDENT SET: Ïî äàííîìó ãðàôó ïðîâåðèòü, åñòü ëè â í¼ì íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðàç-
ìåðà k.

(d) VERTEX COVER: Ïî äàííîìó ãðàôó ïðîâåðèòü, åñòü ëè â í¼ì âåðøèííîå ïîêðûòèå ðàçìåðà k.

(e) CLIQUE: Ïî äàííîìó ãðàôó ïðîâåðèòü, åñòü ëè â í¼ì ïîëíûé ïîäãðàô (êëèêà) ðàçìåðà k.

(f) Öåëî÷èñëåííîå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

(g) HITTING SET. Äàí íàáîð ìíîæåñòâ S = {S1, S2, · · · , S3} è ÷èñëî k. Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, åñòü
ëè òàêîå ìíîæåñòâî H, ÷òî åãî ðàçìåð íå ïðåâûøàåò k, è åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì ìíîæå-
ñòâîì èç íàáîðà íå ïóñòî.

4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿ-
þùèé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ: ïðàâäà ëè, ÷òî â çàäàííîì ãðàôå ñóùåñòâóåò
íåçàâèñîìîå ìíîæåñòâà ðàçìåðà n, òî

(a) Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ñòðîèò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðàçìåðà
≥ n.

(b) Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ñòðîèò ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæå-
ñòâî.

5. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èãðó: Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, êàæäîìó ðåáðó êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíî
öåëîå ÷èñëî. Íà îäíîé èç åãî âåðøèí ñòîèò ôèøêà. Äâà èãðîêà õîäÿò ïî î÷åðåäè, êàæäûé â ñâîé
õîä ìîæåò ïåðåäâèíóòü ôèøêó ïî ðåáðó è çàïëàòèòü ïðîòèâíèêó ïðîòèâíèêó ñóììó, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ýòîìó ðåáðó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ,
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò åìó áåñêîíå÷íî îáîãàòèòüñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à ëåæèò â NP ∩coNP .

6. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó EXACT 4SAT. Ýòî òàêîé SAT, ãäå êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ ñîñòîèò ðîâíî èç 4 ëè-
òåðàëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà çàäà÷à NP-ïîëíà.

7. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 3SAT. Ïóñòü êàæäûé ëèòåðàë âõîäèò â ôîðìóëó íå áîëåå ÷åì 2 ðàçà. Äîêà-
æèòå, ÷òî äàæå òàêàÿ çàäà÷à NP-ïîëíà. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè êàæäûé ëèòåðàë âõîäèò â ôîðìóëó
íå áîëåå ÷åì îäèí ðàç, òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî.

8. Õîðíîâñêàÿ ôîðìóëà � ôîðìóëà âèäà (a1∧a2∧·∧an → b). Âñå âõîæäåíèÿ ëèòåðàëîâ â Õîðíîâñêóþ
ôîðìóëó � ïîëîæèòåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à HORNSAT (çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè êîíúþíêöèè
êîíå÷íîãî íàáîðà Õîðíîâñêèõ ôîðìóë) ëåæèò â êëàññå P.
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12.2 Äîìàøíåå çàäàíèå

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

1. Ðàññìîòðèì òàêóþ èãðó: Äàí íàïðàâëåííûé âçâåøåííûé ãðàô, íà íåì ñòîèò ôèøêà. Èãðîêè õîäÿò
ïî î÷åðåäè, êàæäûé èìååò ïðàâî ïåðåäâèíóòü ôèøêó ïî ðåáðó. Ïåðåäâèãàÿ ôèøêó èãðîê ïëàòèò
ïðîòèâíèêó ñóììó, íàïèñàííóþ íà ýòîì ðåáðå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò,
åñëè ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò åìó áåñêîíå÷íî îáîãàòèòüñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ
çàäà÷à ëåæèò â NP ∩ coNP .

2. Äàí íàáîð âåêòîðîâ ñ âåñàìè, îáîëî÷êà âåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì. Âûáðàòü èç
äàííûõ âåêòîðîâ áàçèñ ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà.

3. Êëàññèôèöèðóéòå ð¼áðà çàäàííîãî ãðàôà: êàêèå îáÿçàòåëüíî ëåæàò â ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòà-
íèè, êàêèå ìîãóò ëåæàòü, è êàêèå òî÷íî íå ëåæàò.

(a) O(E2)

(b) O(V E)

(c) O(E) ïî äàííîìó ìàêñèìàëüíîìó ïàðîñî÷åòàíèþ

4. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè äåëàþò õîäû íà äâóäîëüíîì ãðàôå: ïåðåäâèãàþò ôèøêó â îäíó èç ñìåæíûõ
âåðøèí è óäàëàþò ðåáðî. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîäà. Îïðåäåëèòå, êòî âûèãðàåò
ïðè îïòèìàëüíîé èãðå.

5. Ïðèâåäèòå ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷¼òíîñòè êîëè÷åñòâà ñîâåðøåííûõ ïàðî-
ñî÷åòàíèé â äâóäîëüíîì ãðàôå ñ ðàâíûì ðàçìåðîì äîëåé.

6. Îïðåäåëèòå ÷åòíîñòü ÷èñëà ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå.

7. Çà îäíó ñåêóíäó â êîíåö èçíà÷àëüíî ïóñòîãî òåêñòà äîïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ áóêâà (ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå). Êàêîå ìàòîæèäàíèå âðåìåíè T , êîãäà ïåðâûé ðàç s ñòàíåò ïîäñòðîêîé âûïèñàí-
íîãî òåêñòà?

8. Ïîñòðîéòå ñòðî÷êó íàä ìèíèìàëüíûì àëôàâèòîì, ó êîòîðîé ñóôôèêñíûé ìàññèâ (áåç ïîïàðíûõ
lcp) ñîâïàäàåò ñ äàííûì. O(n).

9. Ïîêàæèòå, ÷òî P 6= NP.
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