
Алгоритм Йена

1 Задача:

Äàí âçâåøåííûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô 𝐺 èç n ðåáåð. Íàéòè â íåì k-ûé êðàò÷àéøèé
ïóòü èç âåðøèíû S â T.
𝐷𝑒𝑓 : k-ый кратчайший путь - k-ûé ïî âîçðàñòàíèþ ïðîñòîé ïóòü èç S â T.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó íàñ åñòü àëãîðèòì ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó äâóìÿ âåð-
øèíàìè.

2 Алгоритм.

Ðàçáåðåì íà ïðèìåðå àëãîðèòìà Äåéêñòðû. Ïóñòü âåñ êàæäîãî ðåáðà ãðàôà 𝐺 > 0. Äîïó-
ñòèì ìû íàøëè êðàò÷àéøèé ïóòü 𝐿1 èç 𝑆 â 𝑇 . Òåïåðü ïûòàåìñÿ íàéòè âòîðîé êðàò÷àéøèé
ïóòü - 𝐿2. 𝐿2 äîëæåí îòëè÷àòüñÿ õîòÿ áû íà îäíî ðåáðî îò 𝐿1. Òîãäà ïåðåáåðåì âñå ðåáðà 𝐿1
è ïîïûòàåìñÿ êàæäîå èç íèõ çàïðåòèòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çàïðåòèëè i ðåáðî. Ó íàñ îáðàçîâàëñÿ êëàññ ïóòåé ñ îäèíàêîâûì
ïðåôèêñîì 𝑃 è âûäåëåííûì èç íèõ ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì(àëãîðèòìîì Äåéêñòðû). Íàçî-
âåì ýòó îïåðàöèþ ðàñùåïëåíèåì.

Ïåðåáðàâ âñå ðåáðà 𝐿1, ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî êëàññîâ ñ âûäåëåííûì ìèíèìàëüíûìè
ýëåìåíòîì â êàæäîì. Âûáåðåì ìèíèìàëüíûé èç ýòèõ ýëåìåíòîâ è ïîëó÷èì 𝐿2. Çàìåòèì, ÷òî
çàïðåùàÿ i-îå ðåáðî ìû âûäåëÿåì ñðàçó êëàññ ïóòåé.

Òåïåðü ìû õîòèì íàéòè 𝐿3. Îí ìîæåò ñîäåðæèòñÿ â êëàññå 𝐿2, è òîãäà îí äîëæåí îòëè-
÷àòüñÿ îò íåãî(è ìû ðàñùåïëÿåì 𝐿2) èëè â êàêîì-ëèáî äðóãîì.

Äëÿ õðàíåíèÿ êëàññîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòðóêòóðó ñ ôóíêöèÿìè getMin, getMax,
íàïðèìåð, ìíîæåñòâî. Êàæäûé ðàç, ïðè ðàñùåïëåíèè ìèíèìàëüíîãî êëàññà, áóäåì äîáàâ-
ëÿòü â ýòó ñòðóêòóðó íîâûå îáðàçîâàâøèåñÿ êëàññû.
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Øàã àëãîðèòìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∙ âçÿòü î÷åðåäíîé êðàò÷àéøèé ïóòü

∙ ðàñùåïèòü åãî íà íåñêîëüêî êëàññîâ

∙ äîáàâèòü îáðàçîâàâøèåñÿ êëàññû â ñòðóêòóðó

3 Время работы и память.

Получившееся время работы: O(k * n * T(Âðåìÿ ïîèñêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó 2-ìÿ âåð-
øèíàìè)).
Èç-çà ôóíêöèé getMin è getMax îáùåå âðåìÿ ðàáîòû èçìåíèòñÿ íà k * n * log(k). Ýòî âàæíî,
òàê êàê log(k) â òåîðèè ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå ÷åì Dij.

Память: O(k * n).
×òîáû ñîõðàíèòü îäèí êëàññ íàì íóæíî O(n) ïàìÿòè(Ìàññèâ ñ çàïðåùåííûìè ðåáðàìè è
ïðåôèêñ). Õðàíèòü áîëüøå ÷åì k êëàññîâ îäíîâðåìåííî íå èìååò ñìûñëà.

Ñòîèò äîáàâèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî÷òè ëèíåéíîå ðåøåíèå çà âðåìÿ O((k+n+m)*log(k+n+m)).

Алгоритм A*

Ýòî àëãîðèòì ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó 2 âåðèøíàìè â ãðàôå, êîòîðûé ÷à-
ñòî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå. Íàïðèìåð, íàì íóæíî íàéòè ðàññòîÿíèå îò îäíîãî ãîðîäà äî
äðóãîãî. Îòëè÷èå ýòîãî àëãîðèòìà îò àëãîðèìà Äåéêñòðû â òîì, ÷òî àëãîðèì Äåéêñòðû ïî-
ïûòàåòñÿ ïîéòè ðàâíîìåðíî âî âñå ñòîðîíû (õîòÿ, î÷åâèäíî, ýòî íåîïòèìàëüíî), à àëãîðèòì
A* íåò.

𝐴 - ìíîæåñòâî âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ïîñ÷èòàíî
𝑑[𝑖] - ðàññòîÿíèå ìåæäó íà÷àëüíîé âåðøèíîé è 𝑖
𝑑[𝑎, 𝑏] - ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíîé 𝑎 è 𝑏

Ââåäåì ïîíÿòèÿ:
Черные - âåðøèíû, äî êîòîðûõ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå óæå ïîñ÷èòàíî.
Серые - âåðøèíû, äî êîòîðûõ ïîñ÷èòàíî íå îáÿçÿòåëüíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå.
Белые - âåðøèíû, äî êîòîðûõ ðàññòîÿíèå åùå íå íàéäåíî.

Â àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îöåíêè ðàññòîÿíèÿ 𝑓(𝑥), êîòîðàÿ âû-
áèðàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî(íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå ïî ïðÿìîé). Àëãîðèòì Äåéêñòðû íà êàæäîì
øàãå âûáèðàåò òó âåðøèíó äëÿ êîòîðîé 𝑑[𝑣] ìèíèìàëåí, ìû æå áóäåì âûáèðàòü òó, äëÿ êî-
òîðîé 𝑑[𝑣] + 𝑓(𝑣) ìèíèìàëåí.
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Äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû àëãîðèòìà íóæíî, ÷òîáû äëÿ 𝑓 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà. Òî åñòü äëÿ ëþáîãî ðåáðà [𝑥, 𝑦] f äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ:
𝑓(𝑥) 6 𝑑[𝑥, 𝑦] + 𝑓(𝑦)

Доказательство корректности. Ïóñòü åñòü âåðøèíà 𝑣 äëÿ êîòîðîé 𝑑[𝑣] ïîñ÷èòàíî.
Äîêàçûâàåì, ÷òî êîãäà ìû åãî íàøëè, òî îíî ïîñ÷èòàíî êîððåêòíî è íèêîãäà áîëüøå íå èç-
ìåíèòñÿ.

Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü îíî óìåíüøèòñÿ, òîãäà â âåðøèíó 𝑣 ïðèäåò êàêîé-òî äðóãîé ïóòü
𝑀 .

Ðàññìîòðèì ïóòü𝑀 . Îí ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì îäíó áåëóþ âåðøèíó. Âîçüìåì ïîñëåäíèé
íåïðåðûâíûé îòðåçîê ïóòè 𝑃 , ñîñòîÿùèé èç áåëûõ âåðøèí. Òàê êàê íà÷àëî ïóòè - ÷åðíàÿ
âåðøèíà, à êîíåö - ñåðàÿ, ðàññìàòðèâàåìûé îòðåçîê áóäåò íàõîäèòüñÿ ñðåäè ñåðûõ âåðøèí.
Ðàññìîòðèì ñåðóþ âåðøèíó 𝑢, ïðåäøåñòâóþùóþ ðàññìàòðèâàåìîìó îòðåçêó.

𝑑[𝑢] + 𝑓(𝑢) > 𝑑[𝑣] + 𝑓(𝑣), òàê êàê 𝑣 ñåðàÿ è 𝑑[𝑣] + 𝑓(𝑣) ìèíèìàëüíî. Ïåðåéäåì èç âåð-
øèíû 𝑢 â ñëåäóþùóþ çà íèì âåðøèíó 𝑥 ∈ 𝑀 .

Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà 𝑓(𝑥) + 𝑑[𝑢, 𝑥] > 𝑓(𝑢). Çàìåíèì 𝑓(𝑢) íà ÷òî-òî áîëüøåå:
𝑑[𝑢]+𝑑[𝑢, 𝑥]+𝑓(𝑥) > 𝑑[𝑣]+𝑓(𝑣). Äëÿ âåðøèíû 𝑥 ïðîäåëàåì òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è äëÿ 𝑢, ïîêà
íå äîéäåì äî 𝑣. Ïîëó÷èì 𝐷 + 𝑓(𝑣) > 𝑑[𝑣] + 𝑓(𝑣), ãäå 𝐷 = 𝑑[𝑢] + 𝑑[𝑢, 𝑥] + 𝑑[𝑥, 𝑥1] + ...+ 𝑑[𝑘, 𝑣].

Âñå îòðåçêè èç áåëûõ âåðøèí, ñòîÿùèå äî îòðåçêà 𝑃 , íàì íå íóæíû, òàê êàê âåðøèíà 𝑢
óæå áûëà êàê-òî ïîñ÷èòàíà, ïîýòîìó èäòè ïî ýòèì îòðåçêàì áûëî áû íåâûãîäíî.
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