
1 Ford-Bellman Algorithm

Îáîçíà÷åíèÿ:

𝑛 � êîëè÷åñòâî âåðøèí, 𝑚 � êîëè÷åñòâî ð¼áåð.

1.1 Задачи

1. 𝑤𝑒 > 0

Dijkstra Algorithm

𝒪(𝑛2)

𝒪(𝑚 log 𝑛)

𝒪(𝑚 log𝑚
𝑛
𝑛)

𝒪(𝑚+ 𝑛 log 𝑛)

𝒪(𝑚+ 𝑛 log𝐶)

𝒪(𝑚+ 𝑛
√
log𝐶)

Åñëè 𝑤𝑒 ∈ Z:
Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà: 𝒪(𝑛+𝑚)

Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà: 𝒪(𝑚+ 𝑛 log logmin(𝑛,𝐶))

∃ àëãîðèòì äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà çà 𝒪(𝑛+𝑚)⇒ ∃ IntegerSorting çà 𝒪(𝑛+𝑚)

2. 𝑤𝑒 ∈ [−𝑁 ; +∞] ∩ Z:
1958' Ford-Bellman 𝒪(𝑛𝑚)

1983' Gabow 𝒪(𝑚𝑛
3
4 log 𝑛𝑁)

1989' Gabow and Tarjan 𝒪(𝑚𝑛
1
2 log 𝑛𝑁)

1993' Goldberg 𝒪(𝑚𝑛
1
2 (log𝑁 + 1))

1.2 Алгоритм

Ìîæåì íàéòè ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ:⎡⎣ 𝑑[𝑣]

@ 𝑝𝑎𝑡ℎ

@𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑝𝑎𝑡ℎ⇒ ∃ 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒 (𝒪(𝑛))

𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 � ñòàðòîâàÿ âåðøèíà.

d[0,start] = 0

for v = 0..n-1:

if (v != start)

d[0,v] = +INF

for k = 0..n-1:

{

for v = 0..n-1:

d[k+1,v] = d[k,v]
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for e = 0..m-1: // 𝑒 : 𝑎
𝑤−−→ 𝑏

if (d[k+1,b] > d[k,a] + w)

{

d[k+1,b] = d[k,a] + w

if (k == n-1)

printf("negative cycle detected")

}

}

𝑑[𝑘, 𝑣] � ìèíèìàëüíûé ïóòü èç íå áîëåå, ÷åì 𝑘 ð¼áåð îò 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 äî 𝑣.

Íà ñàìîì äåëå èíäåêñ 𝑘 íå íóæåí.

d[start] = 0

for v = 0..n-1:

if (v != start)

d[v] = +INF

for k = 0..n-1:

for e = 0..m-1: // 𝑒 : 𝑎
𝑤−−→ 𝑏

if (d[b] > d[a] + w)

{

d[b] = d[a] + w

if (k == n-1)

printf("negative cycle detected")

}

𝑑[𝑣] íà 𝑘-îé èòåðàöèè � ó÷òåíû âñå ïóòè äëèíû 6 𝑘 è åù¼ êàêèå-òî (èç-çà if-à ïóòè ìîãóò

ïîëó÷èòüñÿ áîëåå äëèííûìè).

𝑑[𝑣] = +∞⇒ @ 𝑝𝑎𝑡ℎ

if (k == n-1)

is[b] = 1

𝑖𝑠[𝑣] � ïîìåòêà î òîì, ÷òî äî âåðøèíû @ êðàò÷àéøåãî ïóòè.

Äîñòèæèìûå èç âñåõ ïîìå÷åííûõ âåðøèí íå èìåþò êðàò÷àéøåãî ïóòè.

Íà êàæäîì îòðèöàòåëüíîì öèêëå õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ïîìå÷åíà.

Äâà ñïîñîáà:

1. Åñëè ñäåëàåì âíåøíèõ èòåðàöèé â 2 ðàçà áîëüøå, òî â êîíöå îòìåòèì âñå íóæíûå âåð-

øèíû.

if (k == n-1 || is[a])

is[b] = 1

2. Ïîñëå àëãîðèòìà Ôîðäà-Áåëëìàíà çàïóñòèì dfs èç âñåõ ïîìå÷åííûõ âåðøèí.
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for v = 0..n-1:

if (is[v] && !used[v])

dfs(v)

𝑇 = 𝒪(𝑛𝑚)

𝑀 = 𝒪(𝑚)

1.3 Оптимизации

1. 𝒪(𝑘𝑚), ãäå 𝑘 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ð¼áåð â êðàò÷àéøåì ïóòè. Â õóäøåì ñëó÷àå 𝑘 = 𝑛.

2. Random Shu�e ð¼áåð

𝐸 = 𝑛
2
� ìàòîæèäàíèå

𝐸 = 1 + 1
2
𝐸, 1

2
� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîøëè âòîðîå ðåáðî ïîñëå ïåðâîãî, 𝐸 � ìàòî-

æèäàíèå îò ñëåäóþùåé âåðøèíû.

𝐸 = 1 + 1
2

(︀
1 + 1

2

(︀
1 + 1

2
(...)

)︀)︀
= 1 + 1

2
+ 1

4
+ · · ·+ 1

2𝑘
+ · · · = 2

𝐸 = 2⇒ íóæíî 𝑛
2
èòåðàöèé.

Àñèìïòîòèêà: 𝐸(𝑇 ) = 𝑘𝑚
2
, 𝑇 6 𝑘𝑚, ãäå 𝑘 � äëèíà íàèäëèííåéøåãî êðàò÷àéøåãî ïóòè.

3. Äîáàâëÿåì break, åñëè íà èòåðàöèè íå ðåëàêñèðîâàíî íè îäíî ðåáðî.

run = 1

while (run):

{

run = 0

for e = 0..m-1 // 𝑒 : 𝑎
𝑤−−→ 𝑏

if (d[b] > d[a] + w)

{

d[b] = d[a] + w

run = 1

}

}

Ñëó÷àéíûé ãðàô � âåñà ðåáåð ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàþòñÿ íà [𝐿..𝑅], êàæäîå ðåáðî åñòü

â ãðàôå ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝑝.

Замечание. Â ñëó÷àéíîì ãðàôå 𝑘 ìàëî.

4. Óáèðàåì îïòèìèçàöèþ 1 ïðî random_shu�e, îñòàâëÿåì îïòèìèçàöèþ 3 ïðî break.

Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ðåáðà èç âåðøèí, ðàññòîÿíèå äî êîòîðûõ ïîìåíÿëîñü íà ïðîøëîé

èòåðàöèè.

Èäåÿ:

run = 1

A={start}
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while (run):

{

run = 0, B = NULL

for e = 0..m-1 // 𝑒 : 𝑎
𝑤−−→ 𝑏

if (d[b] > d[a] + w)

{

d[b] = d[a] + w

run = 1

B += {b}

}

A = B

}

Ðåàëèçàöèÿ:

queue<int> q;

q.push(start)

in_queue[start] = 1

while (q.size()):

{

int v = q.top(), q.pop()

in_queue[v] = 0

for e = 0..m-1 // 𝑒 : 𝑎
𝑤−−→ 𝑏

if (d[b] > d[a] + w)

{

d[b] = d[a] + w

if (!in_queue[b])

// можем не добавлять 𝑏 в очередь,

//потому что 𝑏 уже лежит там ⇒ всё равно обработаем позже

{

q.push(b)

in_queue[b] = 1

}

run = 1

}

}

5. Àöèêëè÷íûå ãðàôû

Ìû óìååì èñêàòü êðàò÷àéøèå ïóòè äëÿ àöèêëè÷íûõ ãðàôîâ çà 𝒪(𝑛 + 𝑚) ñ ïîìîùüþ

TopSort.

Âûäåëèì êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, áóäåì îáðàáàòûâàòü èõ â ïîðÿäêå Topsort-

à. Äëÿ îòäåëüíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, êîãäà äî íåå äîøëà î÷åðåäü, çàïóñòèì Ford-

Bellman, êîòîðûé áóäåò ðàáîòàòü çà 𝒪(𝑉 ′𝐸 ′), ãäå 𝑉 ′ � êîëè÷åñòâî âåðøèí â äàííîé
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êîìïîíåíòå ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, 𝐸 ′ � êîëè÷åñòâî ð¼áåð â äàííîé êîìïîíåíòå ñèëüíîé

ñâÿçíîñòè.

6. Levit

Åñòü î÷åðåäü, êàê è â îïòèìèçàöèè 3.

if (w <= 0 && is[b] == 0)

{

is[b] = 1

q.push_front(b)

}

Àñèìïòîòèêà: 𝒪(𝑛𝑚)

1.4 Поиск отрицательного цикла

for k = 0..n-1:

for e = 0..m-1: // 𝑒 : 𝑎
𝑤−−→ 𝑏

if (d[b] > d[a] + w)

{

d[b] = d[a] + w

p[b] = e

if (k == n-1)

printf("negative cycle detected")

}

Лемма 1

∀ 𝑏 𝑑[𝑏] > 𝑑[𝑝[𝑏].𝑎] + 𝑝[𝑏].𝑤

𝑏
𝑝[𝑏].𝑤←−−− 𝑝[𝑏].𝑎

Ïîñìîòðèì íà ìîìåíò, êîãäà ìû ñîõðàíèëè 𝑝[𝑏] ïîñëåäíèé ðàç. Â ýòîò ìîìåíò áûëî ðàâåí-

ñòâî: 𝑑[𝑏] = 𝑑[𝑝[𝑏].𝑎] + 𝑝[𝑏].𝑤

Ïîñëå ýòîãî 𝑑[𝑏] íå ìåíÿëîñü, à 𝑑[𝑝[𝑏].𝑎] ìîãëî óìåíüøèòüñÿ. Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî äåéñòâèòåëü-

íî âûïîëíåíî.

Лемма 2

Åñëè ìû ïîéäåì ïî ññûëêàì, íà÷èíàÿ ñ êàêîé-òî âåðøèíû, òî çàöèêëèìñÿ.

Ïóñòü ýòî íå òàê.

Èä¼ì äî âåðøèíû, ó êîòîðîé íåò ññûëêè. Î÷åâèäíî, ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî âåðøèíà 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡.

Ïðè÷¼ì, åñëè ó íå¼ íåò ññûëêè, çíà÷èò 𝑑[𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡] = 0.

𝑏
𝑤1←−− 𝑎1

𝑤2←−− 𝑎2
𝑤3←−− · · · ← 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑑[𝑏] > 𝑑[𝑎1] + 𝑤1 > 𝑑[𝑎2] + 𝑤1 + 𝑤2 > · · · > 𝑑[𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡] +
∑︀
𝑖

𝑤𝑖

𝑑[𝑏] >
∑︀
𝑖

𝑤𝑖

𝑑[𝑏] < âñå ïóòè èç 6 𝑛− 1 ðåáðà, ò.ê. íà 𝑛-îé èòåðàöèè ðàññòîÿíèå óëó÷øèëîñü.
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𝑑[𝑏] > êîíêðåòíûé ïóòü èç 6 𝑛− 1 ðåáðà. Ïóòü: 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡, . . . , 𝑎2, 𝑎1, 𝑏.

Лемма 3

Ëþáîé öèêë ïî ññûëêàì îòðèöàòåëåí.

Ïðîñóìììèðóåì íåðàâåíñòâî ëåììû 1 ïî âñåì ðåáðàì öèêëà.

𝑑[𝑣] > 𝑑[𝑝[𝑣].𝑎] + 𝑝[𝑣].𝑤

𝑑[𝑏] > 𝑑[𝑝[𝑏].𝑎] + 𝑝[𝑏].𝑤 > 𝑑[𝑝[𝑝[𝑏].𝑎].𝑎] + 𝑝[𝑝[𝑏].𝑎].𝑤 + 𝑝[𝑏].𝑤 > · · · > 𝑑[𝑏] +
∑︀
𝑒

𝑤𝑒

0 >
∑︀
𝑒

𝑤𝑒

Ïîñìîòðèì íà ïîñëåäíåå ïðîðåëàêñèðîâàííîå ðåáðî â öèêëå. Ïóñòü ýòî ðåáðî (𝑣, 𝑢). Ñëåäó-

þùàÿ ïî öèêëó ïîñëå 𝑢 � âåðøèíà 𝑤. Òîãäà ðàññòîÿíèå 𝑑[𝑢] óìåíüøèëîñü, çíà÷èò ïî ðåáðó

(𝑢,𝑤) íåðàâåíñòâî ëåììû 1 âûïîëíåíî ñòðîãî, à çíà÷èò è öèêë ñòðîãî îòðèöàòåëüíîãî âåñà.

2 Два указателя

𝑥𝑛, 𝑤𝑛 � êîîðäèíàòà è âåñ 𝑛-é òî÷êè (𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖+1, 𝑤𝑖 ≥ 0)

[𝑛, 𝑘] � ñîñòîÿíèå äèíàìèêè, ïåðâûå 𝑛 òî÷åê ðàçáèëè íà 𝑘 îòðåçêîâ

𝑝𝑛,𝑘 � ãðàíèöà ïîñëåäíåãî îòðåçêà

𝑞𝑛,𝑘 � öåíòð ïîñëåäíåãî îòðåçêà

𝑜𝑙,𝑟 � îïòèìàëüíûé öåíòð îòðåçêå [𝑙, 𝑟]

Àëãîðèòì âûáîðà 𝑜𝑙,𝑟 � ñàìàÿ ëåâàÿ òî÷êà, ÷òî
∑︀

[𝑙, 𝑜𝑙,𝑟] ≥
∑︀

(𝑜𝑙,𝑟, 𝑟]

Цель рассуждения

Äîêàçàòü, ÷òî 𝑝𝑛,𝑘−1 ≤ 𝑝𝑛,𝑘 ≤ 𝑝𝑛+1,𝑘

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé:

Лемма 1

𝑜𝑙,𝑟−1 ≤ 𝑜𝑙,𝑟 ≤ 𝑜𝑙+1,𝑟

1) 𝑜𝑙,𝑟−1 ≤ 𝑜𝑙,𝑟 Äîêàçàòåëüñòâî:
∑︀

(𝑜𝑙,𝑟, 𝑟] ≥
∑︀

(𝑜𝑙,𝑟, 𝑟 − 1], çíà÷èò ìû òî÷íî íå áóäåì äâèãàòü

𝑜𝑙,𝑟−1 ïðàâåå ÷åì 𝑜𝑙,𝑟
2) 𝑜𝑙,𝑟 ≤ 𝑜𝑙+1,𝑟 Äîêàçàòåëüñòâî:

∑︀
[𝑙, 𝑜𝑙,𝑟] ≥

∑︀
[𝑙 + 1, 𝑜𝑙,𝑟], çíà÷èò ìû òî÷íî íå áóäåì äâèãàòü

𝑜𝑙+1,𝑟 ëåâåå ÷åì 𝑜𝑙,𝑟

Лемма 2

𝑞𝑛+1,𝑘 ≥ 𝑞𝑛,𝑘
Äîêàçàòåëüñòâî: ïåðåéäåì îò îïòèìàëüíîãî (𝑛, 𝑘) ðàçáèåíèÿ ê (𝑛+ 1, 𝑘) ðàçáèåíèþ, íå ïîìå-

íÿâ ïîëîæåíèå öåíòðà ïîñëåäíåãî îòðåçêà 𝑞𝑛,𝑘, ôóíêöèÿ óâåëè÷èëàñü íà X = 𝑤𝑛+1(𝑥𝑛+1−𝑥𝑞𝑛,𝑘
)

?

𝑞𝑛,𝑘
?

𝑥𝑛

?

𝑞𝑛,𝑘
?

𝑥𝑛+1
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê îïòèìàëüíîìó (𝑛+1, 𝑘) ðàçáèåíèþ, ôóíêöèÿ óìåíüøèëàñü.Òåïåðü ïåðåé-

äåì ê (𝑛, 𝑘) ðàçáèåíèþ, ôóíêöèÿ óìåíüøèëàñü íà Y = 𝑤𝑛+1(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑞𝑛+1,𝑘
)

?

𝑞𝑛,𝑘
?

𝑥𝑛

?

𝑞𝑛+1,𝑘

?

𝑥𝑛+1

Åñëè 𝑞𝑛+1,𝑘 < 𝑞𝑛,𝑘, òî Y > X, è, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî èñõîäíîå

ðàçáèåíèå (𝑛, 𝑘) áûëî îïòèìàëüíûì.

Лемма 3

𝑝𝑛+1,𝑘 ≥ 𝑝𝑛,𝑘. Äîêàçàòåëüñòâî: Âîçüìåì îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå äëÿ (𝑛, 𝑘), òåïåðü âîçüìåì

ðàçáèåíèå äëÿ (𝑛+ 1, 𝑘), òàêîå ÷òî 𝑝𝑛,𝑘 = 𝑝𝑛+1,𝑘 ïðè ýòîì 𝑞𝑛,𝑘 ≤ 𝑞𝑛+1,𝑘 èç Ëåììû 2.

?

𝑞𝑛,𝑘
?

𝑥𝑛𝑝𝑛,𝑘

?ZZ~
XXXz

𝑜𝑝𝑛,𝑘,𝑥𝑛+1

?

𝑥𝑛+1𝑝𝑛,𝑘

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ëó÷øåå ðàçáèåíèå, òàêîå ÷òî ó íåãî 𝑝𝑛+1,𝑘 < 𝑝𝑛,𝑘

?

𝑞𝑛,𝑘
?

𝑥𝑛𝑝𝑛,𝑘

?ZZ~
XXXz

𝑞𝑛+1,𝑘

?

𝑥𝑛+1𝑝𝑛+1,𝑘

Òîãäà èç Ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî 𝑜𝑝𝑛,𝑘,𝑥𝑛+1 ≥ 𝑞𝑛+1,𝑘, çíà÷èò 𝑤𝑛+1(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑞𝑛+1,𝑘
) ≥ 𝑤𝑛+1(𝑥𝑛+1 −

𝑥𝑜𝑝𝑛,𝑘,𝑥𝑛+1
), ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî èçíà÷àëüíî ó íàñ áûëî îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå äëÿ (𝑛, 𝑘)

Лемма 4

𝑝𝑛,𝑘 ≥ 𝑝𝑛,𝑘−1

Ïóñòü 𝑘 = 3 è 𝑝𝑛,𝑘 < 𝑝𝑛,𝑘−1.

(îñü 𝑥 íàïðàâëåíà ñïðàâà íàëåâî)

𝑙 � äëèíà äâóõ ïðàâûõ îòðåçêîâ èç ïåðâîãî ðàçáèåíèÿ

𝑝𝑙,2 𝑥𝑛

𝑝𝑛,2 𝑥𝑛

𝑛− 𝑙
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Ñìîòðèì íà ïðàâûå äâà îòðåçêà â îáîèõ ðàçáèåíèÿõ, âèäèì ïðîòèâîðå÷èå ñ Ëåììîé 3, ò.ê.

𝑙 < 𝑛, çíà÷èò 𝑝𝑙,2 ≤ 𝑝𝑛,2.

Òåïåðü ïóñòü 𝑘 � ïðîèçâîëüíîå è 𝑝𝑛,𝑘 < 𝑝𝑛,𝑘−1. Ò.ê. â ïåðâîì ðàçáèåíèè áîëüøå îòðåçêîâ, â

êàêîé-òî ìîìåíò ïîëó÷èòñÿ òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ÷òî 𝑖 ïðàâûõ îòðåçêîâ ïåðâîãî ðàçáèåíèÿ, ìåíü-

øå ÷åì 𝑖 ïðàâûõ îòðåçêîâ âòîðîãî ðàçáèåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ òàêóþ ñèòóàöèþ.

𝑙1 � äëèíà 𝑖 ïðàâûõ îòðåçêîâ ïåðâîãî ðàçáèåíèÿ

𝑙2 � äëèíà 𝑖 ïðàâûõ îòðåçêîâ âòîðîãî ðàçáèåíèÿ.

(îñü 𝑥 íàïðàâëåíà ñïðàâà íàëåâî)

𝑝𝑙1,𝑖

𝑝𝑙2,𝑖

Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå: ïî Ëåììå 3 èç òîãî, ÷òî 𝑙1 < 𝑙2 ñëåäóåò, ÷òî 𝑝𝑙2,𝑖 ≥ 𝑝𝑙1,𝑖
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