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Òåîðèÿ Ââåäåíèå â λ-èñ÷èñëåíèå

Â λ -èñ÷èñëåíèè äâå îïåðàöèè: ïðèìåíåíèå è àáñòðàêöèÿ.

Ïðèìåíåíèå (Application):
F X
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììèñòà:
F (àëãîðèòì) ïðèìåíÿåòñÿ ê X (âõîäíûå äàííûå).

Àáñòðàêöèÿ (Abstraction):
Ïóñòü M = M[x] � âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå x.
Òîãäà λ x. M îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ x → M[x],
òî åñòü êàæäîìó x ñîïîñòàâëÿåòñÿ M[x].
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Òåîðèÿ Ââåäåíèå â λ-èñ÷èñëåíèå

Ïðèìåíåíèå è àáñòðàêöèÿ ðàáîòàþò ñîâìåñòíî:
(λx. x + 3) 39 = 42

Def. Îòíîøåíèå β-ðåäóêöèè →β íàä Λ :
(λx.M) N →β M[x := N]
Ïðèìåð:
(λyz.y)(λp.p) →β λzp.p

Def. Ýêñïàíñèÿ - îïåðàöèÿ îáðàòíàÿ ðåäóêöèè
Ïðèìåð:
λzp.p → (λyz.y)(λp.p)
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Òåîðèÿ Òèïèçàöèÿ òåðìîâ

Ïåðåìåííàÿ � êàê óãîäíî.
Ïðèìåð: x: α, y: α →β

Àïïëèêàöèÿ MN:

M : σ → τ N : σ

(MN) : τ

Ïðèìåð: x: α, y: α →β. Òîãäà (yx):β

Àáñòðàêöèÿ λx.M:
x : σ M : τ

(λx .M) : σ → τ

Ïðèìåð: Ïóñòü x: α, òîãäà (λx. x) : α →α.
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Òåîðèÿ Ðåäóêöèÿ, ïðèïèñûâàíèå òèïà

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåäóêöèé
M →β M

′ →β M
′′

Ïðèïèøåì êàæäîìó òåðìó òèï:
M: τ →β M

′: τ →β M
′′: τ

Çàìå÷àíèå: Ïî òåîðåìå î ïðîäâèæåíèè ïðè ðåäóêöèè òèï ñîõðàíÿåòñÿ.

Âîïðîñ: áóäåò ëè ñîõðàíÿòüñÿ òèï ïðè ýêñïàíñèè?
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Òåîðèÿ Íóìåðàëû ×¼ð÷à

Def. Íóìåðàëû ×åð÷à1

�0 = λs z. z
�1 = λ s z. s z
�2 = λ s z. s (s z)
�3 = λ s z. s (s (s z))
�4 = λ s z. s (s (s (s z)))
...

1Õ. Áàðåíäðåãò, Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, åãî ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà, 1985
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Òåîðèÿ Ïîíÿòèå íàèáîëåå îáùåãî òèïà

Ðàññìîòðèì íóëåâîé íóìåðàë ×åð÷à λs z. z

s : α z : β

0 : α→ β → β

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû

s : α z : α

0 : α→ α→ α

Îäíàêî, ïåðâûé ¾ëó÷øå¿ â òîì ñìûñëå, ÷òî âòîðîé ïîëó÷àåòñÿ èç
íåãî ïîäñòàíîâêîé òèïà âìåñòî òèïîâîé ïåðåìåííîé.
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Òåîðèÿ Ïðîáëåìà

Ïðèïèøåì òèïû ê íóìåðàëàì ×åð÷à:
�0: α→ β → β
�1: (β → γ) → β → γ
�2: (β → β) → β → β
..
�n: (β → β) → β → β
Çàïèøåì ðàçíîñòü ìåæäó 2 íóìåðàëàìè1:
3 - 3 = 0
Ñ îäíîé ñòîðîíû ÿñíî ÷òî òèï ðåçóëüòàòà äîëæåí áûòü
(β → β) → β → β
Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû:
α→ β → β

1Äæîí Õàððèñîí, Ââåäåíèå â ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, 1996
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Öåëü è çàäà÷è

Öåëü ðàáîòû

Èññëåäîâàòü ýôôåêò èçìåíåíèÿ òèïà ïðè ýêñïàíñèè

Çàäà÷è

1 Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó ðåäóêöèè.

2 Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó âûâîäà òèïîâ.

3 Îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ýôôåêò èçìåíåíèÿ
òèïà.
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Ðåçóëüòàòû Ïðîñòî òèïèçèðîâàííîå λ-èñ÷èñëåíèå

Ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîñòî òèïèçèðîâàííîãî λ-èñ÷èñëåíèÿ

Ðåàëèçîâàíû:

Ñèñòåìà ïîøàãîâîé ðåäóêöèè òåðìîâ.

Ñèñòåìà âûâîäà òèïîâ íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
íà òèïû è èõ ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìà íàõîæäåíèÿ èçìåíåíèÿ íàèáîëåå îáùåãî òèïà.

Ïîìèìî ýòîãî:

Ðåàëèçîâàíà ïðîâåðêà ÷òî òåëî è òèïà ëÿìáäà âûðàæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òèïà èç òèïîâ àðãóìåíòîâ è òèïà òåëà.

Ðåàëèçîâàíà ïîäñèñòåìà ñòðîêîâîãî ââîäà-âûâîäà òåðìîâ è èõ
òèïîâ.
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Ðåçóëüòàòû System F

Ðåçóëüòàòû äëÿ System F

Ðåàëèçîâàíà ïîäñèñòåìà System Fw1 ( System F
Ðåàëèçîâàíû:

Ñèñòåìà ïîøàãîâîé ðåäóêöèè òåðìîâ.

Ñèñòåìà âûâîäà òèïîâ íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
íà òèïû è èõ ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìà íàõîæäåíèÿ èçìåíåíèÿ íàèáîëåå îáùåãî òèïà òèïà.

Ïîìèìî ýòîãî:

Ðåàëèçîâàíà ïîäñèñòåìà ñòðîêîâîãî ââîäà-âûâîäà òåðìîâ è èõ
òèïîâ.

Îíà áûëè ðàñøèðåíà äëÿ ðàáîòû ñ ïîäñèñòåìîé ML.2

1Õ. Áàðåíäðåãò, Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, åãî ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà, 1985
2Didier Le Botlan and Didier R�emy, Raising ML to the Power of System F, 2009
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Âûâîäû Òåîðåìà

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èçìåíåíèÿ íàèáîëåå îáùåãî òèïà

Òåîðåìà
Â λ→, ïóñòü ó çàìêíóòîãî òåðìà èìååòñÿ ðåäåêñ ñëåäóþùåãî âèäà

λf.(λz.P)M

Ïðè ýòîì z ∈ FV(P).
À â M èìååòñÿ âõîæäåíèå f â ëåâîé àïïëèêàòèâíîé ïîçèöèè, ò.å. fN
Ïóñòü ïîìèìî ýòîãî â P, íåò ïîäîáíîãî âõîæäåíèÿ.
Òîãäà ïðè ñîêðàùåíèè óêàçàííîãî òåðìà ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå
íàèáîëåå îáùåãî òèïà.
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Âûâîäû Òåîðåìà

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ íàèáîëåå îáùåãî òèïà

Ëåììà
Åñëè M

′:α, M �β M
′

Ïîìèìî ýòîãî ïðè ðåäóêöèè íå äîëæíî âîçíèêàòü îäèíàêîâûõ è íå
èñ÷åçàþùèõ ñîêðàùåíèé
Òîãäà M:α.

Ñëåäñòâèå
Åñëè äëÿ òåðìà M âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäòåðìà λx.N èç M, òî x ∈ FV(M)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäòåðìà NP èç M, òîãäà FV(N) ∪ FV(P) = ∅
Òàê æå M ′:α, M �β M

′

Òîãäà M:α.
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Çàêëþ÷åíèå

Íàèáîëåå âàæíûì äîñòèæåíèåì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
èñïîëüçîâàííûé íàìè ïîäõîä ïîçâîëèë ñôîðìóëèðîâàòü, à çàòåì
ôîðìàëüíî äîêàçàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èçìåíåíèÿ è
ñîõðàíåíèÿ íàèáîëåå îáùåãî òèïà.
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Áëàãîäàðíîñòè

Áëàãîäàðþ çà âíèìàíèå!

Áëàãîäàðþ:

Ä. Í. Ìîñêâèí ÀÓ
� çà öåííûå êîíñóëüòàöèè
Å. Ð. Êèðïè÷åâ Mirantis
� çà öåííûå äèñêóññèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó
ïðîãðàììèðîâàíèþ
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