
Ýíòðîïèÿ Øåííîíà. Ýíòðîïèéíûå
ïðîôèëè. (ÄÇ)

17 ìàðòà 2017 ã.

1. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé:

Ïóñòü α, β, γ � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îïðåäåëèì âçàèìíóþ èíôîð-

ìàöèþ â α î β ïðè óñëîâèè γ.

(a) I(α : β | γ) = H(β | γ)−H(β | α, γ).
(b) I(α : β | γ) = ∑

` I(α : β | γ = c`) · Pr[γ = c`].

(c) I(α : β | γ) = H(α | γ) +H(β | γ)−H(α, β | γ).
(d) I(α : β | γ) = H(α, γ) +H(β, γ)−H(α, β, γ)−H(γ).

2. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà. Ïóñòü
T1, ..., Tk � ïðîèçâîëüíûå êîðòåæè, ñîñòàâëåííûå èç ïåðåìåííûõ
α1, . . . αn, ïðè÷åì êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò ðîâíî â r êîðòåæåé.
Òîãäà rH(α1, . . . , αn) ≤ H(T1) +H(T2) + . . .+H(Tk)

3. Åñëè âåëè÷èíû α, β ðàçëè÷àþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ ε, è ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû α ðàâíî a, òî âûïîëíûåòñÿ íåðàâåíñòâî
Ôàíî:

H(α | β) ≤ ε log a+ h(ε, 1− ε),

ãäå h(ε, 1−ε) � ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ äâóìÿ çíà÷åíèÿìè,
èìåþùèìè âåðîÿòíîñòè ε, 1− ε.

4. Ïóñòü α → β → γ îáðàçóþò Ìàðêîâñêóþ öåïü, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå
〈γ | β〉 = 〈γ | α, β〉. Äîêàæèòå, ÷òî I(α : γ) ≤ I(α : β) è I(α : γ) ≤
I(β : γ).

5. Ïóñòü α→ β → γ → δ îáðàçóþò Ìàðêîâñêóþ öåïü. Äîêàæèòå, ÷òî
I(α : δ) ≤ I(β : γ).
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6. Åñëè a, x, y òàêèå, ÷òî

{H (a | y, x) = 0, I(x : y | a) = 0.

òî H(a | x) +H(a | y) ≤ H(a).

7. Ïåðâûé èãðîê çàäóìàë ÷èñëî x îò 1 äî n. Íà ñâîåì õîäó âòîðîé
èãðîê çàäàåò åìó âîïðîñû âèäà: �âåðíî ëè, ÷òî x ≤ k� âûáèðàÿ
êîíêðåòíîå k ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ. Ïîñëå êàæäîãî òàêîãî õîäà
ïåðâûé èãðîê îáÿçàí åìó îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ óòâåðäèòåëüíî,
åñëè â ñàìîì äåëå çàäóìàííîå ÷èñëî ìåíüøå èëè ðàâíî k, è ìîæåò
äàòü ëþáîé îòâåò (ÄÀ/ÍÅÒ) èíà÷å. Â êîíöå èãðû âòîðîé èãðîê
äîëæåí íàéòè x ïðè óñëîâèè, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî îøèáî÷íûõ îò-
âåòîâ, äàííûõ ïåðâûì èãðîêîì, íå ïðåâûñèëî ñîòóþ ÷àñòü îò îáùå-
ãî êîëè÷åñòâà çàäàííûõ åìó âîïðîñîâ. Äîêàæèòå, ÷òî âòîðîé èãðîê
ìîæåò ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé çàäà÷åé, çàäàâ íå áîëåå O(logn) âîïðîñîâ.
[Óêàçàíèå. Íóæíî çàïóñòèòü àëãîðèòì áèíàðíîãî ïîèñêà, ìîäèôè-
öèðîâàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ âåðøèíà äåðåâà ïîèñêà
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ãèïîòåçå x ∈ [a, b]. Ïðè ýòîì ìû èìååì
ãàðàíòèþ, ÷òî x > a. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ìû ñíà÷àëà ñïðà-
øèâàåì, âåðíî ëè, ÷òî x < b. Åñëè îòâåò îïðîâåðãàþò òåêóùóþ
ãèïîòåçó, òî ìû âîçâðàùàåìñÿ â äåðåâå ïîèñêà ê îòöó òåêóùåé âåð-
øèíû. À èíà÷å äåëèì îòðåçîê ïîïîëàì è ïåðåõîäèì ê îäíîìó èç
ñûíîâåé òåêóùåé âåðøèíû, êàê â îáû÷íîì áè- íàðíîì ïîèñêå (åñëè
ìû óæå íàõîäèìñÿ â íåêîòîðîì ëèñòå, òî äåëåíèå îòðåçêà ïîïîëàì
ïðîïóñêàåì). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ �ïîòåíöèàëü- íóþ� ôóíêöèþ:
(ðàññòîÿíèå â äåðåâå ïîèñêà îò òåêóùåé âåðøèíû äî öåëè) 2 (êîëè-
÷åñòâî íåïðàâèëüíûõ îòâåòîâ, ïîëó÷åííûõ ê òåêóùåìó ìîìåíòó).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ìû íàõîäèìñÿ íå â öåëåâîì ëèñòå (äåðåâà
ïîèñêà), òî çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè óáûâàåò íå ìåíåå ÷åì
íà 1 â õîäå âûïîëíåíèÿ îäíîãî øàãà àëãîðèòìà. Â íà÷àëå çíà÷åíèå
ýòîé ôóíêöèè ðàâíî log n, à â êîíöå îíî íå ìåíüøå - 2(êîëè÷åñòâî
íåïðàâèëüíûõ îòâåòîâ) > -0.02 (êîëè÷åñòâî çàäàííûõ âîïðîñîâ). Íà
êàæäîì øàãå ìû çàäàåì íå áîëåå äâóõ âîïðîñîâ. Ïîýòîìó åñëè ìû
íè ðàçó íå ïîïàëè â öåëåâîé ëèñò, òî óìåíüøåíèå öåëåâîé ôóíêöèè
íå ìåíüøå ïîëîâèíû êîëè÷åñòâà çàäàííûõ âîïðîñîâ. Ýòî äîêàçû-
âàåò, ÷òî çàäàâ log n/0.48 âîïðîñîâ, ìû õîòÿ áû îäíàæäû ïîïàäåì
â öåëåâîé ëèñò. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî îäíàæäû ïîïàâ â íåãî, ìû
íèêîãäà èç íåãî íå âûéäåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x = a = b íà âîïðîñ
x ≤ b ïðîòèâíèê îáÿçàí îòâå÷àòü ïîëîæèòåëüíî.]

8. (à) Äîêàæèòå, ÷òî êîä Øåííîíà�Ôàíî ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì.
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(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåíòðàëüíûé îòðåçîê îòíîñèòü òóäà, êó-
äà ïîïàëà åãî áîëüøàÿ ÷àñòü, òî êîäèðîâàíèå Øåííîíà�Ôàíî íå
ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì (òî åñòü íå ñóùåñòâóåò êîíñòàíòû d,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî l(ci) < − log pi + d äëÿ ëþáûõ k è ëþáûõ
èñõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé p1, ..., pk).

(â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåíòðàëüíûé îòðåçîê âñåãäà îòíîñèòü ê
ïðàâîé ïîëîâèíå, òî êîäèðîâàíèå Øåííîíà�Ôàíî òàêæå íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì

9. Äîêàæèòå, ÷òî êîäèðîâàíèå Õàôôìàíà íå ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàí-
íûì.

Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ äëÿ çà÷åòà ïî äîìàøíåìó çàäàíèþ �
5. Áîëüøåå ÷èñëî ðåøåííûõ çàäà÷ óâåëè÷èâàåò âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ
çà÷åòà. Ðàíåå îôîðìëåííûå çàäà÷è ïåðåîôîðìëÿòü íå íàäî.
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