
ДЗ 6. Неравенства на собственные числа

Теорема 1 (Куранта-Фишера). Пусть 𝑞(𝑥) = 𝑥⊤𝐴𝑥. Тогда 𝑘-ое по убыванию собственное число 𝜆𝑘 матрицы 𝐴 есть

𝜆𝑘 = max
dim𝐿=𝑘

min
𝑥∈𝐿

||𝑥||=1

𝑞(𝑥) = min
dim𝐿=𝑛−𝑘+1

max
𝑥∈𝐿

||𝑥||=1

𝑞(𝑥).

Доказательство. Пусть 𝑈 — подпространство на котором достигается максимум, причём допустим, что максимум
больше 𝜆𝑘. Тогда рассмотрим подпространство 𝑊 = ⟨𝑣𝑘, . . . , 𝑣𝑛⟩, где 𝑣𝑖 — собственный вектор соответствующий 𝑖-ому
по убыванию собственному числу. Заметим, что 𝑈 ∩𝑊 = {0}, так как на 𝑊 форма принимает значения меньше или
равные 𝜆𝑘. Однако dim𝑊 = 𝑛− 𝑘 + 1. Приходим к противоречию с подсчётом размерности пересечения.

Следствие 1. Пусть 𝑈 некоторое подпространство, а 𝑞(𝑥) = 𝑥⊤𝐴𝑥. Пусть собственные числа 𝐴— это 𝜆𝑖, а собственные
числа оператора, соответствующего 𝑞(𝑥)|𝑈 – это 𝜇𝑖 упорядоченные по убыванию. Тогда

𝜆𝑖+𝑛−𝑚 ≤ 𝜇𝑖 ≤ 𝜆𝑖.

Определение 1. Зафиксируем ортонормированный базис пространства 𝑉 . Пусть форма 𝑞(𝑥) = 𝑥⊤𝐴𝑥 соответствует
симметричной матрице 𝐴 в этом базисе. Тогда следом формы 𝑞 назовём Tr 𝑞(𝑥) = Tr(𝐴).

Лемма 1. Для любого ортонормированного базиса 𝑒1, . . . , 𝑒𝑘 имеет место формула

Tr 𝑞 =
∑︁

⟨𝑒𝑖, 𝐴𝑒𝑖⟩ .

В частности след формы не меняется при ортогональной замене.

Следствие 2. Пусть 𝑞(𝑥) = 𝑥⊤𝐴𝑥, 𝑈 — некоторое подпространство, dim𝑈 = 𝑘. Пусть собственные числа 𝐴 — это
𝜆𝑖.Тогда

Tr 𝑞|𝑈 ≤
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖 = Tr 𝑞|𝑉𝑘
,

где 𝑉𝑘 подпространство натянутое на первые 𝑘 собственных векторов 𝑞.

Вернёмся к методу главных компонент. Мы остановились на том, что на подходящем пространстве 𝐿 сумма∑︁
||𝑝𝑟𝐿𝑥𝑖||2

должна быть максимальна. Выберем в 𝐿 ортонормированный базис 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘. Тогда перепишем сумму в виде∑︁
𝑖

||𝑝𝑟𝐿𝑥𝑖||2 =
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

⟨𝑥𝑖, 𝑢𝑗⟩2 =
∑︁
𝑗

𝑢⊤
𝑗 𝑋

⊤𝑋𝑢𝑗 .

Здесь 𝑋 это матрица, чьи строки это 𝑥𝑖.
Таким образом видно, что нас интересует след формы с матрицей 𝑋⊤𝑋 на 𝐿. Теперь видно, что следствие из

теоремы Куранта-Фишера и есть, фактически, решение задачи о методе главных компонент. А именно, максимум
следа среди всех 𝑘-мерных подпространств достигается на подпространстве ⟨𝑣1, . . . , 𝑣𝑘⟩, где 𝑣𝑖 — первые 𝑘 векторов,
соответствующие наибольшим собственным числам матрицы 𝑋⊤𝑋.

Задачи

Задача 1. Пусть 𝐴 и 𝐵 — самосопряжённые операторы с собственными числами 𝜆1 ≥ · · · ≥ 𝜆𝑛 и 𝜇1 ≥ · · · ≥ 𝜇𝑛.
Докажите, что собственные числа оператора 𝐶 = 𝐴+𝐵, равные 𝛾1 ≥ · · · ≥ 𝛾𝑛, удовлетворяют неравенствам:

𝜆𝑘 + 𝜇𝑛 ≤ 𝛾𝑘 ≤ 𝜆𝑘 + 𝜇1,

𝜆𝑛 + 𝜇𝑘 ≤ 𝛾𝑘 ≤ 𝜆1 + 𝜇𝑘.
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Задача 2. Доказать второе равенство в теореме Куранта-Фишера.

Задача 3. Найдите методом главных компонент аффинные подпространства 𝐿1 размерности 1 и 𝐿2 размерности 2 в
R3, наилучшим образом приближающие набор точек

𝑥0 = (1, 0, 0), 𝑥1 = (−1, 1, 1), 𝑥2 = (0,−1, 1), 𝑥3 = (0,−1,−1), 𝑥4 = (0, 1,−1).

Ответ дать в виде набора векторов, порождающих нужное пространство. Можете считать не руками.
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